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Einleitung. 


Im Mittelpunkt der klassischen Theorie der auto- 
morphen Funktionen steht das Problem, die soge- 
nannten akzessorischen Parameter der dazu gehörigen 
linearen homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung 
derart zu bestimmen, daß die unabhängige Veränder- 
liche x eine eindeutige Funktion des Quotienten 7 
zweier Partikularlösungen derselben wird. Die Diffe- 
rentialgleichung, die wir den nachfolgenden .Betrach- 
tungen zu Grunde legen wollen, lautet ın ihrer allge- 
meinsten Form: 


arte a. ++ 


R—a x—m 


y a N—4 5 N 
ey en Ar, ar +Bo) 2 


wobei N die Anzahl der singulären Stellen bedeutet. 
Diese singulären Stellen vona,b,...bsn=o, 
sowie alle auftretenden Exponentendifferenzen und 
Parameter sınd vorgegebene reelle Größen. Ferner 
sollen alle n singulären Punkte reguläres Verhalten 
. zeigen, d. h. in jedem der n Punkte gibt es zwei 
Fundamentallösungen, die sich in erster Annäherung 
wie Potenzreihen verhalten. 

| Bekanntlich bildet dann der Quotient n zweier 
Partikularlösungen der Differentialgleichung (1) die 


von der Achse des Reellen begrenzte Halbebene der 
‚x auf ein Kreisbogenpolygon in der komplexen n-Ebene 
ab. Zweckmäßiger ist es jedoch, das so entstehende 
Kreisbogenpolygon auf der »-Kugel zu betrachten, 
deren Punkte denen der 7-Ebene durch stereographische 
. Projektion zugeordnet sind. Wir gehen nun  daraui 
hinaus, die in der Differentialgleichung noch willkür- 
lichen Parameter dadurch festzulegen, daß wir / 
einzelnen Polygonen der n-Kugel bestimmte. Eigen 
schaften vorschreiben, etwa derart, daß die Ecken des 
Kreisbogenpolygons auf einen Orthogonalkreis hegen. i 
. Die Theorie der automorphen Funktionen be 
heard sich dabei auf den Fall, daß alle “Winkel 
1. e. Exponentendifferenzen, des Kreisbogenpolygons 


: IT 
von der Form = sind, wo n irgend eine ganze Zah 


oder auch unendlich sein kann. Im letzteren. F 
treten N ullwinkel auf. | 


Kreisbogs re at den akzessorischen Per 
unserer Differentialgleichung in a. zu ne 


lang. In seiner Festschrift?) anläßlich des a 
Geburtstages von Herrn Geheimrat Gordan hat Her: 
Klein — zunächst wenigstens für das Viereck 
Sätze aufgestellt derart, daß man bei vorgegebenen sin 


1) Antostaphiene ehe ausgearbeitet von E. Rit 
1906 bei B. G. Teubner erschienen. 3 
2) Mathematische Annalen, Bd. 64 1907). z 


ZU Abi ae 


gulären Stellen und Exponentendifferenzen den akzes- 
sorischen Parameter auf unendlich viele Weisen — 
* Grundtheorem und Öbertheoreme — so bestimmen 
kann, daß das Viereck einen Orthogonalkreis besitzt. 
Der Fall, daß die Seiten unseres Vierecks den Ortho- 
gonalkreis nicht schneiden, entspricht dem klassischen 
Fundamentaltheorem. 


Herr Hılb hat nun in seiner Annalenarbeit 
1908!) ebenfalls nur für das Viereck die von 
Herrn Klein aufgestellten Sätze wirklich bewiesen 
und für diesen Spezialfall alle einschlägigen Fragen 
erledigt. Jedoch hat er dabei die wesentliche Voraus- 
setzung gemacht, daß alle Winkel des Polygons 
zwischen 0 und 1 liegen, wobei die Grenzen selbst 
ausgeschlossen sein sollen. 


In einem Kolleg über „ausgewählte Kapitel der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen“ im S.-S. 
1908 trug nun Herr Hılb über diese neuen Unter- 
suchungen vor und deutete ın allgemeinsten Umrissen 
die weitere Ausdehnung der Theorie auf höhere Fälle 
an. Im Anschluß daran forderte er mich auf, für den 
Fall des Auftretens von Nullwinkeln beim Viereck 
und allgemein für den Fall einer Differentialgleichung 
mit fünf singulären Punkten eine volle Diskussion 
der herrschenden Verhältnisse zu geben. Dieses will 
ich im folgenden durchführen. 

Bemerken möchte ich noch, daß ich mich im An- 
schluß an die Annalenarbeit von Herrn Hilb stets 
an den Fall halte, daß die Parameter reell sind. Denn 

würde man auch komplexe Parameter zulassen, so 


1) Mathematische Annalen, Bd. 66 (1908). 


_ würde a nach neueren Untersuchungen 1). an jedes 
= unserer Obertheoreme eine einfach unendliche Manı 8: 
faltigkeit neuer Obertheoreme kuupfen. ne 


Definitionen und Festlegung der Bozeichn 


Wir gehen bei unseren folgenden Untersuchu 
von der Differentialgleichung (1) aus, die die fünfsi 
lären Punkte a, b, c, d und e — & besitzt. Zu die | 
singulären Stellen gehören die Exponentenpaare. 
a,0; 8, 0; y, 0, 6, 0; und e‘, e"; ferner seien: a,b, c,d 
a, B, y, 6, € reelle Größen, die den Ungleichungen: 
@ a>b>e>d; 0<a<1;0<ß<1; 0<r<1 
a ed und 0<e<1 
unterworfen sind. = 
Nach den allgemein gültigen Regeln der Theo 1€ 
‘der linearen Differentialgleichungen bestehen d .nı 
noch folgende Relationen: n 
n atptr+ö+e te = 
3 ee Aunddn een 
Die Ausschließung der Fälle, bei welchen € 
Exponentendifferenzen > 1 sind, geschieht lediglich de: 
‚halb, weil dabei die meisten Eindeutigkeitstheoremi 
verloren gehen. 
Die beiden zu einem singulären Punkte, 2 BR zu 
HB, nn a seien: _ 


Ye a) 8, («—b) und Y, = E > 


| =D Vergl. E.H ilb, Neue Enkmiokdungen In D Ti 
 tialgleichungen. ee Nachrichten: Math. -phys. Klasse [€ 
und die eben erschienene zweite Mitteilung in So mathe m 
Annalen, Bd. 68, _pag. 69. a 
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die bei diesen Lösungen noch zur Verfügung stehen- 

den konstanten Faktoren denken wir uns so gewählt, 

daß nachfolgende Bedingungsgleichungen erfüllt sind: 
b b ds 

Yb)=0; Yb)=1; lim(z; Y x)) et; 
A ) SET, \ ) en En 


(1 Ra 
und Kan ( Y,®) — —1, 


e=0 x-b—: 


(4) 


wobei t durch Formel (9) des nächsten Paragraphen 
definiert wird. 

Die Normierung der Fundamentallösungen der 
Punkte a und c wollen wir so treffen, daß sie sich 
ın der Form darstellen lassen: 


Y9)=LO)—ı Y,R 


| YSer@ lvo 
(5) : P © und 


Dove Nor 

Y&) = u —» Y.@&) 
Dabei sind 1, und 1], reelle Größen, », und », 
komplexe Ausdrücke von der Form », = n, e? und 
an, eP a wobei ßrz der Winkel des Kreisbogen- 


polygons an der Ecke b’' ıst und n, und n, reelle 
Größen bedeuten. | 
Ganz analog lassen sich die Fundamentallösungen 
der Punkte d und b durch diejenigen des Punktes c 
ausdrücken. 
Der Quotient 7 zweier Partikularlösungen bildet 
dann die von der Achse des Reellen begrenzte Halbebene 
: ‚auf ein auf der n-Kugel gelegenes Kreisbogenfünfeck 


en 


ab’ ec‘ d’e‘ ab, das wir näher betrachten wo lleı 
' Die fünf Ebenen, die die Seiten unseres Kreisbog 
_ fünfeckes auf der Kugel ausschneiden, treffen ‚sie 
aufeinanderfolgend i in fünf Raumgeraden, den „A ‚hs 
des Kerns“. De letzteren werden die Kugel in de 
Punkten ar b, ERSEG das zweitemal schneideı 
ve = 


B s ER Dr. 
yo so nımmt dieser Quotient in en 


Punkten a’ a, b‘, bi; ce, c“ entsprechend die Werte ar 


Setzen wir. N = 


Ar da: 0,580, 91, 9: Legen wir nun die projektive 
Maßbestimmung zu Grunde, deren F undamentalfl che 
die 7-Kugel ist, dann bekommt man für den von € 


Geraden a‘ un heb“ eingeschlossenen Winl 1 
der Seite bi a‘, den Ausdruck: a 


(6) Ach, 


ee 


a 


für die Länge der eek welche von de Sc n 

punkten der Achsen a’ a“ und ce‘ e“ mit b‘ b“ be ) 
wird, den Ausdruck?): a 
Wr, = Kt A, 


nn,’ 


ee 
wobei U = 5 zu net ist. 


Die Diskussion) der Formel (6) ergibt folgende 
wichtigen Satz, der für die späteren Untersuchu 
von grundlegender Bedeutung ist und den ich d 
hier wörtlich zitieren möchte: 

Er f> ‚Wenn I, kmal durch & und mal e® 


l) Yerpl Hilb, Mathematische Auaale ‚Bd. 66, 892 
2) Vergl. Hilb, Mathematische Annalen, Bd. 66, > 
3) Vergl. lb, Mathematische Annalen, Bd. 66, 8. 
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oder auch, wenn Il, kmal durch ©, aber nur k—lmal 
durch 0, I, dagegen k + I mal durch © und k mal durch 
0 gegangen ist, so ist der Winkel, welcher die Länge 
b' a' mifst, von der Form p = 2hn + wi, wo y irgend- 
eine reelle Gröfse ist. Geht nun im _ ersten Falle I, das 
(k —- 2)" mal durch &, im 2. Falle I, das k.‘“mal durch 
0, so ist = 2kn und wächst, wenn sich Il, und |, 
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne weiterbewegen, alle 
dazwischen liegenden reellen Werte und nur diese an- 
nehmend, auf = (2k + Dr, bis I, das (k + 1° mal 
durch © oder 1, das (k + 1)‘ mal durch O0 geht. Welches 
von den beiden Ereignissen zuerst eintreffen mag, g wird 
nach dem Eintreffen des einen bis zum Eintreffen des 
andern die Form haben g—= (2k+ 1) a - wi, beim 
Eintreffen des anderen Ereignisses selbst wird wieder 
o=(2k4Dnr sein. Dann bleibt p reell und. erreicht 
den Wert 2(k-+-1)n, wenn I, das k' mal durch O0 oder 
l, das (k + 2)! mal durch © geht. Damit ist man 
aber wieder beim Ausgangspunkt des Satzes angekommen, 
wenn man nur k mit k + 1 vertauscht“- 

Daraus ergibt sich der spezielle 

SatzIl: „Wenn Il, und I, von zwei zwischen 0 und &© 
liegenden Punkten ausgehend den Kreis der reellen Zahlen 
entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers beliebig oft 
derart durchlaufen, dafs I, immer vorausgeht, ohne |, 
je um einen ganzen Umlauf zu überholen, so nimmt 
op jeden positiven reellen Wert mindestens einmal an.“ 

Bei der Diskussion der Formel (7) ist derjenige 
Fall, bei welchem das Kreisbogenfünfeck einen Ortho- 
gonalkreis besitzt d. h. einen Kreis, auf welchem die 
fünf die Seiten des Kreisbogenfünfecks enthaltenden 
Kreise senkrecht stehen, von besonderem Interesse. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung für die 


a wird, folgende: 
Es maß: 
(8) ith- N, 


sein und eine analose Beziehung muß sach für 
übrigen Kantenlängen gleichzeitig gelten'). 


$ 2, 
Umformung der Differentialgleichung. 
Wir setzen in unsere Differentialgleichung mit 
fünf singulären Stellen den Ausdruck. 


en 2. dx 


(9) de |x- urn be Place 


ein, dann geht dieselbe über in: a 
Az a bi2-2#-x—c|2 ran 
er (A), & bh) Rad 

| (As LBx--0) yo. ie 


Unsere Gleichung (1) schreibt sich a du 
diese Substitution in einfacherer Gestalt und wir wollen 
jetzt untersuchen, was aus den ‚Koeffizienten A in 
unserer Gleichung (10) wird, wenn wir statt e irgen« 
einen anderen singulären Punkt in das Unendliche 
werfen. Um äußerlich kenntlich zu machen, welche 
von den singulären Punkten im Unendlichen Hiegt 
wollen wir den Größen A,B, C diesen im 'Uneı 1d 


‚lichen Een Punkt als Index beifügen und tat 


al Be 


Ba Di Bedingung wurde im Falle von 4 a je 
erst von Herm K lein el und Involutionsb di 
genannt. ? en 


SIEHT ER 


A, B, C die Größen A,, B., C. einführen, wenn ce 
ein solcher Punkt ist. 

Wollen wir beispielshalber den singulären Punkt 
a ıns Unendliche werfen, so bedienen wir uns der 


Substitution: 
1 


xX—4 


2 —=— ; 
diese Größe führen wir an Stelle von x als neue Ver- 
änderliche ein, dann geht unsere obige Differential- 
gleichung in eine andere ganz analoger Art über, die 
die singulären Stellen 


| 00: b= ERS rt d=., unde —0 
besitzt. Dabei ändertsich die Ungleichung a>b>c>d 
wie folgt: b>c>d>e. 

Die Ausrechnung ergibt folgendes: 


1 1: 
er zigdersx za 
x u zZ 
1 1 
Be 1 a —X Feneibz 
Be an la zb 
a—x 3b 


und analog: 


1 cz dz 
Zr und — =; 
xX—C 2-6 x- z—d 
Ferner ist: 
N a 
dzo=2 dze2 (ax) 


day .dey ? dy 1 
dx? ° de?  (a—x]% BER dz (a—x)? 


oder kürzer geschrieben: 


y= z2y„und y_ zy, + 2 zBy,. 


| ‚so erhalten wir: 


. is 2“ ;- 2 jun? + yr im. es erery a 
= 2-6 va d 


DE Sr 


i ‚oder: Rn u 


—- 


Ze (@—b)z 


ee, 
2 _ 1a , Ab, dm) 


aybede > A, @-)+B. (a 


re b) a ad) 


Statt. der Ausdrücke: “ 


a. | 
er nen setzen: ee =) 


Te 


Fi 
en 
ae er 


u 


. . . . [2] 
In dieser Gleichung setzen wir jetzt noch y=z° y,, 
dann nimmt diese, wenn wir die Werte: 


Re 


‚ ı Bi © 
weaS u 
Ve 2 2 eny,Z 


„ 77 & ‚ gt! ® 8 —2 
und y=yz +2e'yz — e!(e!—1)yız 
substituieren, die Form an: 


mE ‚ Son 1-06 
Yız +Hsijee +7 Mr car 


ee & 1) u er nn 


1— or HE Er bedz‘z 
ı H TE NE - N 3 


-(Ac SED e-2+e) 


oder: 


a a a et + 


ER a N 
2? = 7, a BE AE zZ I 


bedz j.2 1 
z(z— b)(z—c) (z-- ‚(aa 7 An 2) +6.)\- ! 
Schließlich können wir durch Ausmultiplizieren des 
letzten eckigen Klammerausdruckes und geeignetes 
Zusammenfassen entsprechender Glieder dieseGleichung 
noch wesentlich vereinfachen und bekommen zuletzt 
eine unserer ursprünglichen Gleichung (1) ganz analoge: 


an tr, + er, 


A,z? + B.z-+ 2) sek lE 


YA 
=B z(z—b)(z—c)(z—d) ( 
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Harehı en a B. und o, bestimmi Gle 
‚chungen genügen, die wir im folgenden ableiten woll 
Durch Ausmultiplizieren des genannten Klammera 
druckes ergibt sich: | : 


F = 6 5 es 


an. Z b = „4 
z (z—b) “ad ee IK PT R) 


eo Ta Te) 


2. 


oe ade Wh) —bedz Tu(A Gr “ 


er (x 5; ® c.)|  2{z—b) (2—e) (24) 
re@o+stn40400) 
EL I EEE te 
Habt tn) +Re 
+ (18) e"bo—2(b +0) e 1-9) +2 2" (1— y 


—b Dr A 


bed. bed Yı 
ee ee 
ze ek a 
—(c + d)e" 1 p)=(b + d)e" di—y)— (b+ 2) er (l— 9) 
ans a+ tra 
ng Becd+(—y) e"bda+(l— de" be, 
e .  +bed@Aa+B)}]) = 


Setzen. wir diesen umgeformten Ausdruck in u 


A,=e'(a-+ el). 
B=(b+c+M) A-(+ Ne (i-p) 
a)  -b+de ln +9 d-8) 
—bed(A.a +B;a-+0.) und 
G=—(b+e)d-+ belA.-+(1l— Be cd 
(1 y)e“ bd-+ (1—8) ec" be 
+bed(2A,.a-+B.). 

Diese Rechnungsmethode läßt sich ohne besondere 
Schwierigkeiten auch auf Differentialgleichungen mit 
mehr singulären Stellen anwenden. Führt man die 
Ausrechnung für eine solche mit n singulären Punkten 


durch, so findet man für die Parameter der letzteren 
nachfolgendes einfaches Bildungsgesetz (13). 


Die Differentialgleichung mit n singulären Punkten 
habe folgende Form: | 


A a era 05 


m 


zen c d Le m 1 n—3 n—4 : n—4 
2 setzen er) 252 ver) na 


Substituiert man nun wiederum 
y=ZYı, 
n—4 0 
so ergibt sich für die Parameter A, DB ...bis..B das 
System (13) 
A= p" (a+ »"). 
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ns x GN ER I 
B=A2C b.... 

f b....m) rt (1 H20" 

: De x Be 
R 2 | on 


x f | , j N HERR Bee e 2 5 ers 


SER {N n—2 a) x 
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n—2 _ u 
wobei beispielshalber 20, (b..... m) folgende Be- 
deutung hat: 


n—2 _ 2 ; 
Es ist: 20, (b....m) = Summe der Kombı- 


nationen von n—2 Elementen (b..... m) zur 3.Klasse. 
Ist dabei irgend ein Element, z. B. g auszulassen, so 
ist dasselbe unter dem Summenzeichen mit einem 
Strich versehen (2) hingeschrieben; es läßt sich daher 


2 
aus dem Schema (13) das Bildungsgesetz deutlich er- 
kennen. 

Kehren wir wieder zur Betrachtung der Differential- _ 
gleichung mit fünf singulären Stellen zurück, so spielen 


jetzt nach der Transformation die Intervalle (b, ce), 
(c, d) und (d, e) dieselbe Rolle wie vorher die ent- 
sprechenden Intervalle (a, b), (b, c) und (e, d). 

Wir sehen also, daß das Verhalten der Lösungen 
vom Vorzeichen der Parameter A abhängig ist. 

Wenn daher die Parameter A, und A, das gleiche 
Vorzeichen besitzen, so können wir alle Eigenschaften 
der Lösungen der Gleichung (1) in den Intervallen 
(a, b), (b; c) und (ce, d) unmittelbar als Sätze über 
das Verhalten der Lösungen der transformierten 
Gleichung (11) für die Intervalle (b, c), (ec, d) und (d, e) 
aussprechen. 

Transformieren wir der Reihe nach alle fünf 
singulären Punkte ins Unendliche, so ergeben sıch für 
die A folgende Relationen: 

(ae) A; (PNA; eye) A; 
| e"(ö+e")=A,; e.e"—=A. 

Je nachdem nun die A positiv oder negatıv sind, 
ergeben sich nachfolgende drei Fälle: 

2% 


ad 


ne 


I. Fall: A, sei positiv und die Summe der Ex 


ponenten a+#ß-+y+ö9<3: 


Nach Relation (3) ist at ß-y+ö-te' te" DB 


und &’-e” —=A,.. Da nun nach Voraussetzung A, positiv 
sein soll, so folgt, daß &‘ und e" entweder beide positiv | 
öder beide negativ sein müssen. Ausder Ungleichungat+ 


ß-+y-+-6<3 ergibt sich jedoch ohne weiteres, daß e, 
und e“ nur positive Größen sein können. Nach den 


Ungleichungen (2) sind aber auch alle übrigen Ex- 2 
ponentendifferenzen positiv, also sind bei dieser 


Voraussetzung sämtliche Größen A positiv und wir 
haben den 


Satz Lil: „Ist 4, >08 nd ee 


so sind auch Aa, Av Le und Aa positiv. 
Desgleichen gilt die Umkehrung dieses Satzes: 


„Sind alle A positive Gröfsen, so ist immer 


at y + 3< 3. 


Denn da A, >0 sein soll, so sind, wie eben a - 
angegeben, sowohl &‘ als e“ entweder beide positiv 
oder beide negativ. Im ersten Falle würd de 
Behauptung ohne weiteres folgen, ad aa pt 
ytö-+e-+e"—=3 sein muß. Wären da gegen . u 
e und e“ beide negativ, so wire aß y<3 
unda+-ß+y-+ö6— |e +.” | =3; somit a u 


e  >0;d.h.ö>|2.—+.e“ |. Ebenso beweist man, 
daß die übrigen Exponentendifferenzen OB und y. 
größer als | ee” | sind. Wenn also e’ und e*, und 


damit a+-ß-+9y-.68>3, wären, so bekämen wir 


als Resultat, daß A,, Au, A. und A, negativ ‚sein 


müßten, und das de der Voraussetzung wider- 


sprechen. 


ponenten a+ß$ß+-y+d5>3. 


Il. Fall: A, sei positiv und die Sand der e 


ER EEE 


In diesem Falle folgt sofort aus B)a+P + y % 
+ö+- ee" —=3, daß e + e" <O, also e und e* 
negative Größen sind. Ferner ist, wie wir eben bei 
dem Beweise der Umkehrung des Satzes III gesehen 
haben, jede der Größen a, f, y und ö größer als 
le’ — €" |; also ist sicher (a + €") > 0; (+ e")>0; 
y+te")>0 und (ö-+e")>0O und damit A, <0; 
A,» <0O und A:i<“0.: Daher 

Satz IV: „IstA, Sunday 3 so sind. 
alle übrigen A negative Gröfsen und umgekehrt. Ist 
02 OA, << D und As 0 sedagegen,. Ar 0 
so ist sichericha tß - y 5 > 3". 

Der Beweis der Umkehrung folgt unmittelbar aus 
der Tatsache, daß e und e” negative Größen sein 
müssen, da sonst aus dem vorhergehenden Satze 
folgen würde, daß die Größen A,, A, A. und Aa po- 
sıtıv. sınd. 

Nehmen wir jetzt den Fall, daß A. negatıv ıst; 
dann sind zweı Möglichkeiten denkbar. 

Entweder es sind alle A,, An, A., Aa und A, nega- 
tiv, oder esist zum mindesten eine dieser Größen positiv. 
_ Tritt der letztere Fall ein, so haben wir ein Analogon 
zu Fall I oder Il. Da aber immer eine Größe A, nach 
Vorgabe negatıv ist, so ıst der Fall I ausgeschlossen. 
- Es gilt somit der Satz V, den wir ım folgenden be- 
weisen wollen. 

Satz V: „Ist A,< 0, so sind entweder alle anderen 
4 Gröfsen Aa, A, 4. und Aa auch negativ, oder zum 
mindesten 4 von ihnen“. 

Nach Relation (3) iste—e” = eundeselbst genügt der 
Ungleichung 0 <e<{1. Es kann also, da nach Voraus- 
setzung doch A. < 0 sein soll, nur &“ negativ sein. 
Sind schließlich die übrigen Faktoren (a + e") > 0, 


ro 
BE) >, Gh FEN > MU Pa 
eintreten kann, so haben wir den 


HL. Tal! << 9, ae 0. 08 Aa <0 und 
AN, 


Jetzt könnte aber auch die Möglichkeit ne ne 


daß z. B. zwei der Faktoren (a —+ e"), ( + €"), We‘) 
und (6 4 e”) negative Werte annehmen, dann müßte 
aber nach unseren früheren Relationen sein: 


ee 
ee 
‚Wenn also beispielshalber «a . et und 
negativ sein sollen, so müßte notwendigerweise y-+ 6 
ee >3 sein; das ist aber unmöglich, da nach 
den Ungleichungen (2) alle 3 Größen a, ß und e'—e” —=e 
kleiner als 1 sind. Das gilt noch um so mehr, falls 
mehr als 2 der Faktoren (a — €"), ( + e"), + 
und (y — e") negativ sein sollten. Es kann also nur 
noch der Fall eintreten, daß (ae) <0, wenna 
die kleinste der auftretenden Exponentendifferenzen _ 
bedeutet, denn ın diesem Falle müßte P?—-y —+ a = 
+: +." >3 sein, was wohl möglich sein kann. 
Damit ist auch der 2. Teil des Satzes bewiesen. 
Ganz genau so sind die Betrachtungen für den 
Fall, daß wir es mit n singulären Stellen zu tun 


haben. Auch hier treten lediglich diese drei charak- 
teristischen Fälle auf. 


eoge 


83. 


Oszillationsbetrachtungen!). 


Wir gehen dabei aus von der Differentialgleichung: 


d’y 
(14) Stv; A, By=0, 


wo z. B. y (t; A, B) mit dem Koeffizienten von yın 
unserer transformierten Differentialgleichung (10) ıden- 


d 


tisch sein kann und betrachten den Quotienten = ==Z 


Ne 
irgend einer Partikularlösung derselben, dann ist?): 
dt Y+ 3? BERr- 
ay-r - (v)SerbAB-(y) 
oder ın kürzerer Form geschrieben: 


(15) “ ——ylt; A,D) —.2. 

Jetzt führen wir ein rechtwinkeliges Koordinaten- 
system (x, z) ein. Die ganze reelle x-Achse wird 
dann bekanntlich durch die singulären Punkte der 
Differentialgleichung ın Intervalle zerlegt, die auf- 
einanderfolgend verschiedenes Verhalten zeigen oder 
wie wir nach Herrn Hılb sagen wollen, verschiedene 
Signatur haben?). Wesentlich für die Beurteilung der 
Signatur eines Intervalles ist lediglich der. Ausdruck: 
| x—.a | 2-20 | x—b | 2-2 | x—c| 2-27 |x—d | 2—2Ö 

(x-a) &—b) &e) &-d) | 


wie er in Gleichung (10) vorkommt. Wir definieren: 


1) Dieser Paragraph enthält eine, wie mir scheint, neue Ab- 
leitung der Sturmschen Sätze und zwar in einer für das Folgende 
unmittelbar brauchbaren Form. 

2) Vergl. Autograph. Vorlesungsheft über lineare Differential- 
gleichung, 2. Ordg., S. 280. 

3) Vergl. math. Ann. Bd. 68 p. 56. 


BEN, 


„Ist S(x) in irgend einem Intervall positiv, so sagen 
wir, das Intervall hat posilive Signatur. Ist S(«) da- 
gegen. negativ, so sprechen wir von einem Intervall. 
mit negativer Signatur“. 

Daraus ergibt sich unmittelbar 

Satz VI: „Zwei. benachbarte Intervalle haben ent- 
gegengesetzte Signatur“. ee a a 

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir jetzt = 
unsere Gleichung (14) dazu verwenden, um in msgendd ee 
einem Intervalle der reellen x-Achse Oszillations- ee 
betrachtungen anzustellen. Wir greifen zu diesem! 
Zwecke beispielshalber das Intervall ed heraus. Nach 
den Relationen (5) des ersten Paragraphen lassen sieh 
dann die Fundamentallösungen im Punkte d folgender- 
maßen Beh, & 


d ce c 
Yo) —y (x) — LY x)undY&x)=Y (x) —LY(). 


Bilden wir von diesen Fundamentallösungen den 


(Quotienten 2 — = an der Stelle d, so ergeben sich die Ss 
Werte: 

d da 

dt Ya) der (d) ee 
"  -zld) — —  — — ©ound zu(d)= —  — —0. a 

ex 2 Y (d) . 


wenn wir die Normierung von Y ‚(4) und 2 Er (a)in 


der im S 1 festgesetzten Weise treffen. | 
An der Stelle c erhält der Quotient die Werte: 


SI ey) a. 
Zilc) == We a £ ar ee und. : Se 


OR Yo-ıYg 


OR EEE 


d SR 
gro 
ae = a 
2 


Y (On Y()-1,Y() 
y 0. 


Nehmen wir nun an, daß der Faktor w(t; A, B) 
im ganzen Intervalle negatıv seı, dann kann weder 
Zr noch zır ım Innern dieses Intervalles unendlich 
groß noch Null werden, denn solange 2? > |w| ist, ist 
u negativ, also nimmt z besiande ab und solange 


2° <|wy| ist, ist -- positiv und z nimmt immerfort zu. 


dz 
dt 

Am Anfang des Intervalles ıst z7, >zır und wir 
können behaupten, daß diese Ungleichung für das 
ganze Intervall durchweg erfüllt ist. In der Tat. In 
der Umgebung der Stelle d ist sicher noch 21 > Zır. 
Würde nun an irgend einer Stelle zı =Zır werden, so 
dzr. dazu 
d dt 
von allen höheren Ableitungen. Esmüßte also zı mit 
Zıı Identisch sein, was aber unmöglich ıst. 


wäre dort sicher auch und dasselbe gilt 


ıdr 
\ 
! 
[j 
t 
' 
1 
N 


Fig. 1. 


In nebenstehender Figur wollen wir den unge- 
fähren Verlauf der beiden Kurven zı und zır graphisch 
darstellen. Die Kurve, die den Quotienten zı repre- 


et 


sentiert, liegt im ganzen Intervalle oberhalb der Kurve 
zı- An der Stelle e ıst somit: 
1 1 
Oh 


Da ferner die beiden Kurven im ganzen Inter- 


oder. 11. 


valle oberhalb der x-Achse, wenn man ed als solche 
einführt, verlaufen, so können wir folgern, daß sowohl 
l, wie ], positive Größen sind. Wir haben somit den 
Satz gewonnen: | 
Satz VII: „Wenn im Intervalle ed y beständig 
einen negativen Wert besitzt, so sind l, und I, positive 
Gröfsen und zwar ist immer I, >1. Für das Kreis- 
polygon auf der n-Kugel heifst das nichts anderes, als 
dafs sich die Seitenlänge cd in der Form p—=wt dar- 
stellen läfst, wo g irgend eine reelle Gröfse bedeutet.“ 
Wie verhalten sich nun aber |, und ],, wenn der 
Faktor y' unserer Differentialgleichung immer mehr 
wächst und schließlich ın einem Teil des Intervalles 
genügend groß geworden ist? Wir werden ım folgen- 
den nachweisen, daß in diesem Falle 1, und I, den 
Kreis der reellen Zahlen beliebig oft durchlaufen. 
Um dabeı aber ein Maß für die Zahl der Umläufe 
zu haben, wählen wir eine Funktion, die während der 
Oszillation beständig wächst und zwar bei jeder Halb- 


4 


oszillation um die Einheit. Der Wert von en 


Y 
geht dabei von --co nach — ©. Eine solche Funk- 
tion ist: | 

1 3. 
(17) = arctg (— y) 


Herr Klein gibt diese Funktion in seinen Vor- 
lesungen über lineare Differentialgleichungen!) als ein 


1) Vgl. p. 281 (autographiertes Vorlesungsheft). 
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Maß für die Stärke der Oszıllation zweier Kurven inner- 


halb eines abgegrenzten Intervalles an. Er hat jedoch 
dabei eine weitere Betrachtung dieser Funktion nicht 
durchgeführt und in der Tat kommt auch die wahre 
Bedeutung des arcustangens hier erst bei unseren jetzigen 


Betrachtungen so recht zum Durchbruch. Es gibt 


uns nämlich diese Funktion direkt die Zahl der Über- 
schlagungen unserer Kreisbogenpolyogonseiten an, was 
aus dem folgenden hervorgehen wird. 

Durch geeignetes Umformen der Gleichung (15) 
erhalten wir eine Gleichung für arctg und zwar ist: 


dz : 

ee 
Addieren und subtrahieren wir auf der rechten 
Seite 1 und dividieren durch 12°, so bekommen wir: 


dz 
dt Re d Ne 
= STEIWe FaE = +1 oder garcig(— Ze SELTERS 


4 


Setzen wir darın noch — ya um die Glei- 


chung bequemer diskutieren zu können, so schreibt 
sich dieselbe in der Form: 
as  arct ae 
—- arctg zZ, — 
ES . Be 


Im obigen Intervalle cd el also arctg z,, SO- 


lange y positiv ist; denn 5 ——— +1 ist. immer 
I 
größer, höchstens gleich Null. Ist dagegen y in irgend 


einem Teil des Intervalles negativ, so kann arctg z, 
auch abnehmen. Ist z, das erstemal unendlich groß 


geworden, so definieren wir: arctg z, = —. DieFunk- 


3 

tion arctg z, kann nämlich nur dann die Form k. = 
wo k irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, an- 
nehmen, wenn z, unendlich groß wird. Sobald nun 
aber 21 | a sroße Werte annımmt, wird der 


Ausdruck | A pehebie klein ala se 


1 =, 1122| | 

| 1 ; 
als 1. Das sagt aus, daß die Ableitung von arctgz, 
positiv ıst und daß arctg z, immer weiter zunimmt. 


Es kann somit arctg z, nie auf einen Wert k- her- 


absınken, sondern es kann einen solchen Wert; immer 
nur im Wachsen erreichen. : 
Wir betrachten jetzt das Teilintervall z,r,. In 
diesem soll w, durchaus positiv und größer als ı sein. 
Dann vergleichen wir die beiden Ausdrücke arctg 2, 
und arctg z,, die den beiden Differentialgleichungen 


d w, 
(19) | arcig 2, — er 1 und 
dt I 


d w—1 
dt 1.—- 2° ar 


genügen, unter der Voraussetzung, daß arctg z, und 


arctg. 7, — 


aretgz, in z, denselben Anfangswert haben. 

Es folgt unmittelbar, daß in der Umgebung der 
Stelle z, 
(20) arche 2, >-arcte z, 
ist, da ja das erstere an dieser Stelle rascher wächst 
als das letztere und es bleibt auch arctg z, sicherlich 
solange größer als aretg. 2, bis 2, = z, wikd. Dieses 


ist aber unmöglich, denn arctg z, hat an dieser Stelle 
eine größere Ableitung als arctg z,. Würden sich 


also die beiden Werte arctg z, und aretg z, einander 
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beliebig naherücken, so würde im nächsten Augenblick 


arctgz, eine größere Ableitung besitzen als arctg z, 
und daher wieder schneller wachsen als letztere. Ein 
Gleichwerden ist somit ausgeschlossen. 

Wir können daher allgemein den Satz aussprechen: 

Satz VIII: „Ist w, in einem Intervalle t, t, durch- 

a 1.72 
aus gröfser als w, so est bei gleichen Anfangswerten in 
t, arctg x, > arctyg x,, und wir können allgemein , 
so bestimmen, dafs der Wert von arctg x, gröfser als 
eine vorgegebene Zahl m ist,“ 

Um den zweiten Teil dieses Satzes zu beweisen, 
setzen wir in (15) für » den Wert k?, so erhalten wir 
als allgemeine Lösung der Gleichung y” —-k’y=0 den 
Ausdruck: 

Y, = c, sin kt--c, cos kt. 


Setzen wir darin c,=rsinka und ,==r coska 


und bilden den Quotienten z, = — 


y so ist: 
2 
EIER kr(sinkacoskt— coskasınkt) , sink(a—t) 
* r(sinkasinkt-+-coskacoskt) cosk(a—t) 
oder ,—=—ktgk(a—t) und somit arctg r —k(t—a). 


Um den Wert a zu berechnen, setzen wir t=1r,, 
dann ist: 


1 ZEtt 
— 7 arctg ei +7,=a. 


Wir betrachten diesen Ausdruck im Intervalle z, z,. 
Es ıst: 


arctg zn — k(r,—1,) + arctg a 


ee 
An der Stelle z, ist nun der Wert des arctg —— At ı) 


chdrlih größer als — . Wiır können somit et 


2 
Größe k? ımmer so bestimmen, daß der Wert von 
arctg [R) größer als eine vorgegebene Zahl m ist. 


Es bezeichne nun, wie gewöhnlich, [arctg z,] die 
größte in arctg z, enthaltene ganze Zahl, dann ist 
für jede endliche Zahl k bei geeignet zugeordnetem 
Anfangswerte (d.ı. wenn wir ım Anfangspunkte 


aret&z din] = | arcte setzen) und gleicher Fest- 
setzung über die Fortsetzung stets [arctg z, ]— | arctg e| 


da ja die ganzen Zahlen nur für z, = © angenommen 
werden. | 

Wenn nun im ganzen Intervalle z, 7, die Funktion 
yv, >k? ist, so folgt aus dem ersten schon bewiesenen 
Teil des Satzes VIII, daß speziell auch 


arctg z, >arcie 2, 
ist und daher [arctgz,]>m. Da nun, wenn wir über 
7, hinausgehen [arctgz,] nicht abnehmen kann, so ist 
[aretg z,] im ganzen Restintervalle z, d größer als m 
und dasselbe gilt a fortiori von arctgz.. 
Die arctg-Funktion gibt uns also gleichzeitig ein 
Maß für die Zahl der Oszillationen.. 

Speziell können wir daraus folgende Sätze ent- 
nehmen, wenn wir für w den Koeffizienten von I in. 
(10) ehe, 

Satz IX: „Lassen wir B und Ü wachsen, d. 4 
nimmt die Funktion ıp beständig zu, so wachsen auch 
I, und I, und durchlaufen den Kreis der reellen Zahlen. 


entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers beliebig oft. 
Nimmt dagegen die Funktion y und damit auch B und 
C beständig ab, so nehmen auch I, und Il, immerzu ab. 
Man kann also y so wählen, dafs die. Seite c'd' den 
Kreis der reellen Zahlen eine gegebene Zahl mal um- 
spannt. Speziell kann man y auch so bestimmen, dafs 
die Seite c' d' eine gegebene reelle Seitenlänge @ besütxt.“ 

Künftighin wollen wir nun für die Intervalle 
folgende Bezeichnungen einführen. 

Wir werden ein Intervall, z.B. ed, ın dem keine 
der vier Fundamentallösungen, die zu ce und d gehören, 
im Innern verschwindet und bei dem alle Größen | 
positiv sind, ein „nichtoszillatorisches“* Intervallnennen. 
Wenn in einem Intervall der Koeffizient von y durch- 
aus negativ ist, so nennen wir das Intervall „durch- 
aus nichtoszillatorisch“. Ein durchaus nichtoszillato- 
risches Intervall ist a fortiori nichtoszillatorisch. 

Ist eine der Größen 1 durch unendlich gegangen, 
so nennen wir das Intervall „wirklich oszillatorisch“. 

Ist schließlich der Faktor von y für einen ersten 
Fall durchaus größer als der Faktor in einem zweiten 
Falle, so sagen wir das Intervall sei für den ersten 
Fall „stärker oszillatorisch“ als für den zweiten. 

An diesen Definitionen wollen wir bei den folgen- 
den Betrachtungen durchweg festhalten. 

Bevor wir nun zu den Untersuchungen einer 
Differentialgleichung mit fünf singulären Stellen 
schreiten, wollen wir noch die Spezialfälle einer 
Differentialgleichung mit vier singulären Stellen be- 
handeln, bei welchen die Exponentendifferenzen Null 
auftreten. 

Dieselben lassen sich durch Grenzübergang aus 
dem allgemeinen Falle ableiten; sie sind jedoch bei 


direkter Behandlung für das Oscillationstheorem von 
Interesse, zumal. dabei bei den verschiedenen Fällen 
immer wieder andere Schwierigkeiten zu überwinden 
sind. | 


SA. 


Untersuchung der Spezialfälle einer . 
Differentialgleiehung mit vier singulären Stellen, 
wenn Exponentendifferenzen Null auftreten. 


Bei den Untersuchungen, die Herr Hilb in seiner 
eingangs erwähnten Annalenarbeit durchgeführt hat, 
wurde das Auftreten der Exponentendifferenzen Null 
in den Ungleichungen (2) der Bequemlichkeit halber 
ausgeschlossen. Dabei fallen bekanntlich die beiden 
gewöhnlichen Fundamentallösungen, die zu einem 
solchen sıngulären Punkte gehören, in eine Lösung 
zusammen und es tritt daneben eine neue Lösung 
mit einem logarithmischen Gliede auf, wodurch dann 
Spezialuntersuchungen nötig werden, sofern wir diese 
Fälle nicht als Grenzfälle des allgemeinen Falles auf- 
fassen wollen. Wır wollen daher im folgenden diese 
direkt behandeln. | 

Dabei werden wir uns der nämlichen Nomenklatur = 
wie im allgemeinen Falle bedienen. Es werden sich 
‚dann gemäß der Festsetzungen (5) die beiden Funda- 
mentallösungen im Punkte a, wenn wir beispielshalber 


£ a 
a0 setzen, in der Form Y darstellen lassen, und 
o 


daneben wird noch eine neue Lösung, die wir mit T% 

bezeichnen wollen, auftreten. 
Infolge des Zusammenfallens der gewöhnlichen 

Lösungen wird auch a, mit a, und damit l, und |, zu- 


sammenfallen und dıe Achse des Kerns wird an dieser 
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Stelle zur Kugeltangente werden. Die Abbildung durch 
den Quotienten n gibt daher an dieser Stelle des 
Kreisbogenvierecks statt einer Ecke eine Spitze. 

Es handelt sich nun darum, den akzessorischen 
Parameter B unserer Differentialgleichung ın den 
Spezialfällen, bei denen das zugehörige Kreisbogen- 
viereck Spitzen hat, so zu bestimmen, daß zu demselben 
ein Orthogonalkreis gehört, auf welchem die Spitzen 
liegen. Sobald nun aber eine Kante zur Exponenten- 
differenz Null gehört, erleidet die Bestimmung des 
Parameters eine Änderung und wir haben daher, je 
nach der Zahl der auftretenden Exponentendifferenzen 
Null, nachfolgende Fälle zu unterscheiden: 

1. drei aufeinanderfolgende Kanten gehören zu 
Spitzen, | 

2. zweı aufeinanderfolgende Kanten gehören: zu 
Spitzen, die dritte Kante ist eine gewöhnliche, 

3. die erste und dritte Kante gehören je zu einer 
. Spitze, die zweite ist eine gewöhnliche, 

4. die erste Kante gehört zu einer Spitze, die 
zweite und dritte sind gewöhnliche Kanten und . 

5. die zweite Kante gehört zu einer Spitze, die 
erste und dritte sind gewöhnliche Kanten. 

Hier bei dem Falle von vier singulären Punkten 
ist eine Fallunterscheidung in solcher Ausdehnung 
nicht absolut notwendig, wohl aber läßt sie sich ım 
allgemeinen Falle nicht. vermeiden, weshalb wir sie 
explizete durchführen wollen. 

Wir wollen jetzt die einzelnen Fälle diskutieren: 

I. Fall: Dieses ist der Fall, den Herr Hilbert in 
Angriff genommen hat — (vergl. Klein]. c. pag. 181) 
und der den Anstoß zur Wiederaufnahme der ganzen 
Theorie gegeben hat. Herr Hilbert hat nämlich für 
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diesen Fall ein Fortsetzungsprinzip angegeben, welches 
_ uns erlaubt, dıe Fundamentallösungen über die singu- 
lären Stellen fortzusetzen, ein Prinzip, welches dann 
für den allgemeinen Fall von Herrn Klein aufgestellt 
und geometrisch interpretiert worden ist. 

Die Regel, die Herr Hilbert für die Fortsetzung 
irgend einer Partikularlösung Y über einen singulären 
Punkt, z. B. b, gegeben hat, ıst folgende: 

Liegt in einem Intervalle ac die singuläre Stelle 
b, so kann man Y rechts von b ın der Form dar- 
stellen: 


@)  Y, = Rh) + log (sb) %,b), 


wo ®, und %, gewöhnliche Potenzreihen bedeuten ; 
links von b hat es dann die Form: 


@) X, = Blx-b) + log (b-x) B,—b). 


Analog gilt diese Festsetzung für die übrigen 


singulären Punkte, Dies hat für den Quotienten 


b 
o 


= =“ folgende Bedeutung: 


“- 


log | 

Bei der gewöhnlichen Fortsetzung erhält man 
einen Kreis, der den gegebenen berührt; führen wir 
dagegen das Hilbertsche Fortsetzungsprinzip ein, so 
erhalten wir aus dem » der konformen Abbildung, 
das wir im .Augenblicke als n bezeichnen wollen, ein 
n, welches im Intervalle ab mit n übereinstimmt, im 
Intervalle be jedoch mit 7 durch die Substitution + in 
zusammenhängt!), also durch eine parabolische Sub- 
stitution mit der Tangente im Berührpunkt als Achse 


1) Vergl. Klein]. e., p. 184. 
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entsteht. Da aber unser n durchaus reell ıst, so kann 
das nur die Bedeutung haben, daß wir diesen Kreis- 
bogen bc in den Kreis, welcher a'b‘ trägt, d. h. m 
den Kreis der reellen Zahlen hineingedreht haben. 
Für den ersten Fall wird sich unsere Differential- 
gleichung (1) in folgender einfacher Gestalt ausdrücken 
lassen: 
d? 1 
m ah 


1 
x—6 


1 dy 
ne ann Vet 


N ar 
38 (x—a) (x—b) (x—c) are 


Der Geraden Ax-+- B geben wir zunächst die 
Anfangslage durch b, bei der beide Intervalle durch- 
aus nichtoszillatorisch sind. Das zu unserer Diffe- 
rentialgleichung (22) gehörige Kreisbogenviereck hat 
dann drei Spitzen und im allgemeinen eine gewöhnliche 
Ecke. Die zu den Spitzen gehörigen Kanten!) des 
Kerns werden zu Kugeltangenten. Wenn nun das 
Viereck einen Orthogonalkreis haben soll, so müssen 
sich diese letzteren in einem Punkte schneiden. Von 
einem Punkte außerhalb eines Kreises gibt es aber 
nur zwei Tangenten an diesen; es müssen daher not- 
wendig zwei dieser Tangenten zusammenfallen. Welche 
Bedeutung hat nun aber dieses Zusammenfallen? 

Die beiden Fundamentallösungen in den Punkten 
a und c lassen sich folgendermaßen ausdrücken: 

a b b c b b 
ee le und Y=Y-nY 


g log 


1) Die Frage nach den Kantenlängen verliert auf einer solchen 
Tangente den Sinn, wenn wir uns unserer gewöhnlichen projektiven 
Maßbestimmung bedienen wollen, da von den im Doppelverhältnis 
auftretenden vier Punkten zwei zusammenfallen und daher der Wert 
des Doppelverhältnisses immer 1 wird. 


3* 


ran 


Wenn also beispielshalber die Tangente durch e 
mit der durch a zusammenfällt, so wird Yo = Y; werden, 
d.h. es muß , =n, sein. Tritt die andere Möglich- 
keit ein, daß eine der Tangenten durch a und e mit 
der durch b zusammenfällt, so muß entweder 1, oder. 
n, gleich Null sein. Diese beiden Bedingungsgleich- 
ungen geometrisch interpretiert sagen aus, daß ent- 
weder eine Lösung existieren muß, die in a und c end- 
lich ist und in b eine Untetigkeitsstelle besitzt oder 
daß eine Lösung existiert, die in a und b bezw. b 
und e endlich ist. | 

Um nun den Verlauf der Fundamentallösungen 
Yo und Y, in den Intervallen ab und be näher unter- 
suchen zu können, bringen wir die Gleichung .(22) auf 
die Normalform, indem wir 


dx 


= a] Tshl ze] 


setzen und erhalten: 
2 | 
@) SI +&-a) &-b) &-0) Ax+By=0. | 


Da die Gerade Ax 4 B die Anfangslage besitzen | 
soll, so ıst der Koeffizient von y in beiden Intervallen 


ab und be durchaus negativ. Verfolgen wirnun z.B. 


. die Lösung Y., die in ce einen endlichen Wert etwa 
—- 1 haben soll im Intervalle be, so ist: 


er) (En) (eo) 
- (Le), 1 Ix—a| |x—b| |x-e| = 0. 


Aus der Differentialgleichung (23) selbst ersehen 
wir unmittelbar, daß die zweite Ableitung der Lösung 


ER 


Y, positiv ist. Es wächst also die erste Ableitung und 


wird positiv. Yo muß somit beständig zunehmen und 
im Intervalle bc beständig positiv bleiben. Fürx—=b 
nimmt nun die Funktion Y, einen positiv unendlich 
großen Wert an; denn würde sie in Y, übergehen, so 
müßte nach obigem die erste Ableitung verschwinden, 
während sie ja immer positiv sein muß. Der Koeffizient 
von log (x—c) ıst also an der betreffenden Stelle 
negativ. Nach dem Hilbertschen Fortsetzungsprinzip 
wird nun aber im Intervalle ab die Funktion Y, mit 
dem gleichen Werte, aber unendlich großer negativer 
Ableitung fortgesetzt. Da die Funktion Y, selbst und 
ebenso ihre zweite Ableitung positiv sind, so wächst 
eT beständig, also sınkt die Kurve immer lang- 
samer. Es können dann zwei Möglichkeiten eintreten. 
Entweder verschwindet die erste Ableitung innerhalb 
des Intervalles, während die Funktion selbst noch 
positiv ist, dann wächst sie wieder und wird positiv 
unendlich, oder aber die Funktion Y, selbst wird Null, 
während die erste Ableitung noch negativ ıst. Dann 
nimmt diese letztere immer stärker ab, wird also immer 
stärker negativ und Y, wird schließlich negativ unend- 
lich. Der ın beiden Fällen mögliche Verlauf der 


Funktion Y; ist aus nachfolgender Figur!) ersichtlich. 

Fernerhin handelt es sıch jetzt darum, den gegen- 
seitig möglichen Verlauf von Y; und Y, zu unter- 
suchen. 


1) In den Zeichnungen sind die Intervalle t, t,, ty t,, 
welche eigentlich unendlich groß wären, der Anschaulichkeit halber 


als endliche Intervalle gezeichnet. 


- 


Fig. 2. 
Wir wollen zeigen, daß wenn bei der Anfangslage 
der Geraden für die Lösung Y, der eine Fall (z. B.D) 
eintritt, für die Lösung Y, der entgegengesetzte Fall (I) 
eintreten muß. Dabei verfahren wir folgendermaßen. 
2 

Es sei L(u) = = + v)u=0, 
wo y(t) eine stetige Funktion von t ist, dann gilt 
bekanntlich die Identität: | 
[es L(u) — uL(v))dt= Be —Uu a 

t, 6 dt dt 


Wir wählen jetzt für u die ın ce und für v die in 


t, 


a endliche Lösung und setzen: 
u(x) = Pix—c) = PL und vs) = Bra) = B%- 
Diese beiden Lösungen wollen wir so normieren, 
daß sie in den Punkten c bezw. a beide den kon- 
stanten Wert — 1 annehmen. Es lassen sich dann 
diese Lösungen an den entgegengesetzten singulären 
Stellen folgendermaßen ausdrücken: 


uX)—=oPo + 0 Pıos und v(x) = 29, Po + 9, Pioe- 
Wir müssen dabei die Funktionen PB, und PBıoz 
wıe folgt normieren Ä 
ut 270% 
H (Y &), — — 1 und Ari (X ©), —= +1, 


log log 


da wir ja dieselben an den betreffenden Stellen des 
Intervalles c bezw. a positiv unendlich angenommen 
haben und an dieser Festsetzung ein für allemal fest- 
halten wollen. 
Für das Intervall bc bekommen wir dann aus 
obiger Identität: 
| dv du 


er Ar const = C, 

und für das Intervall ab entsprechend: 
N ee onst = € 
Sage ES 


und es fragt sich, welcher Zusammenhang zwischen 
c, und c, besteht? An der Sprungstelle b ändern 


on und. er das Vorzeichen, denn es läßt sich dort die 


Lösung ®, in der Form darstellen: 
NER DEAN E 
Bilden wir, von links kommend, die erste Ableitung 
dieses Ausdrucks, so ist: 


dr 7 
Er @)...|+« TEN ioe Se 


In 
Ian x ejlb-eile ehl 


Im Intervalle ab erhält der Ausdruck den Wert: 


44. dad 
(Wr Ol 9 |. 
1 


=|«,, Be 'zalix biz coll „,, 


Es ıst also: 


(25) Ar ©). u, (0). =b+2 


en 
und dasselbe gilt für die Ableitung von (v ©), : = 


Es ist somit: c, = — c, oder 


| dv du ]- dv du 
26 ae 
(26) £ 4: |. | £ de a 


Berechnen wir jetzt diese Klammerausdrücke für 
unsere obigen Lösungen, dann ergibt sich: 
(27) 0 =-10,.. 

co und o, haben somit verschiedenes Vorzeichen und 
damit ist unsere oben ausgesprochene Behauptung be- 
wiesen. Wird also dieLösung Y, an der Stellea | 
positiv unendlich, so wird Ys an der Stelle e 
gerade negativ unendlich und umgekehrt. Bei 
der Anfangslage der Geraden werden also Y, und Y, 
den ın Figur 3 gezeichneten Verlauf haben, wenn wir den 
einen Fall annehmen, daß im Intervall ba die Ableitung 
der Funktion Y, früher Null wird als die Funktion selbst. 


Fiv. 3. 


Wenn wir jetzt die Gerade von ihrer Anfangslage 
genügend nach abwärts bewegen, so wird das Intervall 
ba beliebig stark, das Intervall be immer schwächer 
oszillatorisch werden. Y; wird also die im Intervalle be 
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schematisch gezeichnete Lage im wesentlichen beibe- 
halten. Im Intervalle ab hat diese Lösung sicherlich 
eine Nullstelle, wenn das Intervall genügend stark 
oszillatorısch geworden ist, denn nach dem Satze von 
Sturm hat zwischen zwei Nullstellen irgend einer Parti- 
kularlösung jede andere Lösung dieser Differential- 
gleichung sicher eine Nullstelle.. Es fragt sich nun, 
wie diese Nullstelle überhaupt entstehen kann. Es 
sind nur zwei Möglichkeiten denkbar. Entweder ent- 
steht sie ım Innern des Intervalles selbst oder sie 
rückt von a aus herein. Nun ist aber die Funktion Y, 
im ganzen Intervall ba positiv. Wenn sie daher an 
irgend einer Stelle im Innern des Intervalles bei Ver- 
änderung des Parameters Null werden soll, so müßte 
sie an dieser Stelle eine zweifache Nullstelle besitzen. 
Es müßte also neben der Lösung auch noch die erste 
Ableitung verschwinden und damit überhaupt identisch 
gleich Null sein, was aber unmöglich ist. Es muß daher, 
damit eine Nullstelle überhaupt entstehen kann, der. 
Faktor o von log (x—.a), der eine ganze Funktion des 
Parameters ist, von einem negativen zu einem positiven 
Werte übergehen, also gleich Null werden und es ist 
a N, 

Damit ist also zunächst die Existenz des 
Grundtheorems, abgesehen von den Eindeutigkeits- 
fragen, die wir nachfolgend behandeln wollen, be- 
wiesen. Beim Grundtheorem haben wir somit den 
Verlauf, wie ıhn Figur 4 zeigt. 

Wenn wir nun die Gerade immer weiter nach ab 
wärts bewegen, so kommen wir zu den verschiedenen 
Klassen von Obertheoremen. Wir wollen jetzt vorüber- 
gehend wieder die Lösung Y, betrachten, dann muß auch 


aan 


diese bei genügender Abwärtsbewegung der Geraden 
ım Innern des Intervalles ba eine Nullstelle bekommen. 
Es muß also eine Zwischenlage existieren, bei der 


gerade Y,— Y, wird und das ist das erste Ober- 


Fig. 4. 


theorem. Bei dieser Lage der Geraden müssen dann. 
Y, und Y, den in nachstehender Figur gezeichneten 
Verlauf haben, denn Y, kann bei der Abwärtsbewegung 


der Geraden keine zweite Nullstelle gewonnen haben, 
da sonst zwischen den beiden Nullstellen von Y® im 


Intervalle ab eine Nullstelle von Yo; liegen müßte, was 
aber in diesem Falle unmöglich ist. | 


Fig. 5. 


Erst jetzt, wenn wir die Gerade wiederum genügend 


weit nach abwärts verschieben, kann Y, ım Innern des 
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Intervalles eine zweite Nullstelle bekommen. Es muß 
daher vorher wiederum eine Lage geben, bei der gerade 
Y=Yswird. Das istdaszweiteÖbertheorem. Die 
Lösung Y? muß in diesem Falle zwischen den beiden 
Nullstellen von Y, eine Null-Lage besitzen und kann 
außer dieser im Innern des Intervalles keine weitere 
Nullstelle bekommen. Den Verlauf der beiden Funk- 


tionen Y, und Y} im Falle des zweiten Obertheorems 
zeigt daher nachfolgendes Bild. 


Fig. 6. 


Indem wir jetzt so fortfahren und bei immer 
weiterer Abwärtsbewegung der Geraden einmal die 


eine Lösung Y,, das anderemal die andere Y; betrachten, 
erhalten wir die ganze Serie der Obertheoreme be- 
züglıch des Intervalles b a; analoge Obertheoreme er- 
geben sich bezüglich des Intervalles bc. 

Aus diesen Betrachtungen ersehen wir, daß durch 
das Zusammenfallen der Tangenten in den Punkten a 
und ce das Grundtheorem und die erste Serie der Ober- 
theoreme für das Intervall ab charakterisiert ist, während 
durch das Zusammenfallen der Tangenten in den 
Punkten a und b eine zweite unendliche Serie von 
Obertheoremen für dasselbe Intervall zustande kommt. 


Se 


Grundtheorem. 


Fig. 


Die Figuren 7—9 geben uns ein geometrisches 


Bild von den Kreisbogenvierecken beim Grundtheorem 


und bei den ersten Obertheoremen. Der bequemen 
Zeichungsweise halber sind sie statt auf der Kugel in 
der komplexen n-Ebene gezeichnet. 


I. Obertheorem. II. Obertheorem. 


m An 


Fig. 8. Fig. 9. 


Daran anschließend wollen wir jetzt die Eindeu- 
tigkeit des Grundtheorems und der Obertheoreme be- 
weisen. Wir gehen dabei, wie immer bei den Ein- 
deutigkeitsfragen, von der Identität aus: | | 
dv Su) 


t, 
(28) L (u L(v) — v Lu) dt = Be 


t, 

und betrachten die Lösung Y} für zwei verschiedene 
Lagen der Geraden Ax—-B. Bei der einen Lage 

habe sie den Wert (Y;), und genüge der Differential- 
gleichung: | 


FERIR: 2. 


(29) L(u) = en + (x—a) (x—b) x—c)Axu= 

— — B, u(x—a) (x—b) (x—c) 
bei der verschobenen Lage der Geraden sei der Wert 
(Y;), und die dazugehörige Differentialgleichung: 
(30) Ba — er —+ (x—a) (x—b) (x—c) Axv= 
— — B,v (x—a) (x—b) (x—e). 


Fig. 10. 


Wir wollen also jetzt annehmen, es gäbe zweı 
Lösungen (Y;), und (Y.),, welche im Intervalle ba die- 
selbe erste Nullstelle X haben und im Intervalle be 
überhaupt keine Nullstelle besitzen, oder aber, wie es 
beim Grundtheorem ist, daß beide Lösungen (Y,), und 
(Ys), an der Stelle a in die eine Lösung Y, übergingen, 
dann folgt für die rechte Seite der Idendität (28), wenn 
wir (Yo), = u und (Yo), = v Setzen, für das Intervall be: 


re | oe, © 


a d ec IS d : SR: 
=| (2), dt (Yo)a — (Yo), dt (X) | 


— denn an der unteren Grenze verschwindet der ganze 
Ausdruck, — für das Intervall ba: 


b 
c 


— 46 — 
lei a), -[® har aeor —Yoar ol z 
min ee 


a, a, 


Bilden wir die Differenz dieser beiden Ausdrücke, 


dann folgt: 
De is 2; ‚a - 
u de en 
c d C © d (y = 
[N Fo - 


Da nun aber unserer Annahme gemäß die beiden 


Lösungen (Y.), und (Y.), im Punkte X verschwinden 
sollen, so muß diese Differenz den ‚Wert Null an- 
nehmen. 

Jetzt wollen wir für dieselben a Lösungen 
u und v die linke Seite der Identität (28) bilden und 
wiederum die beiden Ausdrücke voneinander sub- 
trahieren, dann erhalten wir: 


[ (9.8, @.@-n &- «0 — 
— (3, B, (X ax) &-b) &-0)) dt — 
1) — | (- 3, am e9R-0+ 
+ (Y9,B, (Y3), ax) (b-x) &—e)) dt- 
BB] - VO 


A NEE 


+[ 9.9, @3) Ib 8-0) at] — 


= (B,—B), | (X), 00, a) |x—b| (0) dt. 


Nun sind aber alle Größen unter dem Integral- 
zeichen wesentlich positive Größen. Soll also das 
Produkt verschwinden, so muß B,=B, sein; d. h. 
die Nullstelle X kann nur bei einer Lage der Ge- 
raden Ax--B erreicht werden. 

Wir nehmen jetzt weiterhin an, daß die eine Lö- 
sung (Y.), zum ersten Male im Punkte X verschwinde, 


während die andere Lösung (Y,), noch einen positiven 
Wert besitzen soll. Dabei ıst fernerhin die 1. Ab- 
leitung von (Y,), negativ. Die rechte Seite unserer 
obigen Identität (28) nımmt somit an der Stelle X 
einen negativen Wert an. Für die linke Seite kommt 
im wesentlichen nur das Vorzeichen von B,—B, in 
Betracht. Soll also die Differenz negativ sein, so muß 
B, >B, sein, d.h. die erste Nullstelle von (Ye), im 
Intervalle ba wandert mit abnehmenden Parameter 
B nach links. 

Wir können nun aber auch den Schluß umkehren 
und sagen: 

Wenn wir dieGerade Ax--B nach abwärts ver- 
schieben, so ist an der ersten Nullstelle von (Y.), die 
andere Lösung (Y,), noch positiv mit negativer Ab- 
leitung. 

Für die Lösung Y, gilt nun das gewöhnliche Os- 
zillationstheorem. Gäbe es daher für die beiden Lagen 
der Geraden je eine Lösung Y,, die der Bedingung 


genügt Y—Y., so müßten diese beiden Lösungen im 
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Intervalle aX, die gleiche Anzahl von Nullstellen be- 
sitzen, da links von X der Annahme nach keine Null- 
stelle mehr liegen soll. Da nun aber (Y%), bereits im 
Punkte X die erste Nullstelle passiert, so müßte doch 
(Yo), im Innern des Intervalles aX eine Nullstelle mehr 
haben als (Yo),, was aber unmöglich ist, da ja für B, 
das Intervall ba schwächer oszillatorisch ist als für 
B,. Damit ıst aber die Eindeutigkeit der Öber- 
theoreme 1. Klasse erwiesen. Durch ganz genau die- 


selben Oszillationsbetrachtungen folgt auch die Ein- 


deutigkeit der übrigen Obertheoreme. 


11. Fall. 


Das Kreisbogenviereck hat jetzt zwei aufeinander- 
folgende Spitzen, indem zwei aufeinanderfolgende 
Winkel gleich Null sind, und eine gewöhnliche Ecke. 
Als letztere wählen wir a und setzen: | 


(32) een 


Wir können dann die in b und ce endlich bleiben- 
den Lösungen durch die beiden Fundamentallösungen 
des Punktes a, wie folgt, ausdrücken: 


Wer -=-NWudkeYi 0% 


letzteres unter Anwendung des Hilbertschen Fort- 


setzungsprinzips, welches einer Drehung der Ebenebe 
in die Ebene ab entspricht!). Ferner wollen wir die ° 


Lösungen in a so nörmieren, daß 


en ee: Det 


wird. 


2) Vgl.-I. Fall. 


AO NE 


Da das Kreisbogenviereck wiederum einen Ortho- 
gonalkreis besitzen soll, so müssen sich die beiden 
Kanten ın b und c, die in unserem jetzigen Falle 
Kugeltangenten sind, sowie die dritte Kante durch a 
in einem Punkte schneiden. Dabei können zwei ver- 
schiedene Fälle eintreten. Entweder es fallen die 
beiden Kugeltangenten zusammen, dann geht die in b 
endliche Lösung in die in c endliche Lösung über 
und es ist I=n, oder aber die beiden Tangenten 
haben symmetrische Lage, dann muß 1— —n sein, wie 
man aus nebenstehender Figur ersieht. Je nachdem 
nun die eine oder die andere der beiden Möglichkeiten 
eintritt, erhalten wır ın. den beiden Intervallen die 
verschiedenen Typen der Öbertheoreme. 


Fig. 11. 


Verfolgen wir dies zunächst an der Figur eines 
Kreisbogenvierecks, das unseren Bedingungen ent- 
spricht, so ergibt sich, daß für das Grundtheorem so- 
wie für die geradzahligen Obertheoreme des Inter- 
valles bc die Tangenten getrennte Lage haben müssen, 
daß also 1 = —n sein muß, während sie für die ungerad- 
zahligen Obertheoreme dieses Intervalles zusammen- 
fallen müssen, also I=n sein muß. Im Intervalle ba 
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müssen bei sämtlichen Obertheoremen die Tangenten 
symmetrische Lage haben, was man wiederum un- 
mittelbar aus der Kreisbogenfigur ersehen kann. 

Wir wollen jetzt wie ım ersten Falle den Verlauf 
der beiden Fundamentallösungen Y:und’ Ya 1a an 
Intervallen ab und be untersuchen und bringen zu 
diesem Zwecke unsere Differentialgleichung durch die 
bekannte Substitution (9) auf die Normalform: 


a  Isal (had) 
oder anders geschrieben: 
8) = + Il = ze) ey— 
>) Eder 
x—a 


ziehen wir jetzt wieder unsere schon des öfteren an- 
gewandte Identität (28) zu Hilfe und bilden wieder die 
Differenz dieses Ausdrucks für beide Intervalle be und 
ab, so erhalten wır: | 


| (u L(v) — v L(u)) dt — . : (u L(v) = v. E(u)) de — | 


Am, = | dv za 
“dit sah bu 


An der Stelle b heben sich die beiden Ausdrücke 


auf der rechten Seite weg, so daß diese die einfache 
Form bekommt: 


= [ dv il dv a 
a Ne - 3-4] 


Wir betrachten jetzt wiederum zwei verschiedene 
Lagen unserer Geraden Ax—+- B. Einmal sei in unserer 


ET 


Differentialgleichung B=B,, das andere MlB=B,. 
Im ersten Falle setzen wir die Lösung (Y,), = u, im 


zweiten Falle (Yo), = v, dann ist: 


2—2 4 
. XrC e ja—x| er 
(34) |. 3.3), B, | A SE 
2—2 4 
Ä ; la—x | |b-x||x—c| 
+ Bı Ss |#+ 


|x—a| Fe x—b||x—e]| 


X ie |, B, | x--a | Aa 


2—2 


; i | x—a | chen 
3 (Yo)ı (Yo)a B, | BE2% | de 


le 


xa]. 7 Mel (Yo) de = 
=—n {2 


Ist jetzt B,= B, + e so wird die linke Seite des 
Ausdrucks negativ, da das Produkt unter dem Integral- | 
zeichen aus Gliedern besteht, die wesentlich positiv 
sind mit Ausnahme von Gliedern, die mit e verschwinden, 
also nımmt mit wachsendem B die Größe n ab. Ebenso 
folgt, indem wir bloß das Intervall ba betrachten, daß 
mit wachsendem B die Größe 1 kontinuierlich abnımmt. 
Wir beherrschen somit das ganze Verhalten vonlundn, 
wenn wir von einer geeignet gewählten Anfangslage 
der Geraden ausgehen. Wir wollen uns dabeı ganz 
analoger Betrachtungen bedienen wie ım ersten Falle. 


Wir führen vorübergehend Werte Yı., und Y, ein, 
welche wir so normieren werden, daß 


—=(B, -B,) [ 


c 


4* 


— 1 — 


a (Vi)... eh und Y$ = — 41 
wird und setzen: 
ul Y: (c) ) und v(a) = ze 
dann ist ferner noch: 
ua)—=Y; (x) gen X (x) + 0, Y: (x) und 


‚SER = 95V) + 0, Yo ®). € 
Entsprechend dem Hilbertschen Portsetzungsprin- ; 
zip ist dann: 


l dv =] du | 
2t> ak bo dt 
also: 


(35) | ee 
EUER 
| 
Fig. 12. 


Hat daher unsere Gerade Ax+B = die Anfangs- 
lage durch b, bei der beide Intervalle ba und be 


nichtoszillatorisch sind und hat die Lösung Ys den =. 


Verlauf i in obenstehender Figur, bei welchem o, negativ | 
ist, so ist auch o, negativ und die Ableitung von 


(Ys(&))x -a an der Stelle x = a ist positiv, da ja für z E 5 


Yo, (a) und 7 (Y.®))« - a die frühere Normierunggelten 


Han 


soll. Die Funktion Y; hat somit den Verlauf II; denn 
hätte Y; in a einen negativen Wert, so müßte, da doch 
das Intervall ba durchaus nichtoszillatorisch ist, die 
Ableitung auch negativ sein, was also auf einen Wider- 
spruch führt. Da nun Y!= o,Y} ist, so folgt, daß Y} (a) 
in diesem Intervalle negativ ist, d. h. n ist positiv. 
Wir haben also für die Lösung Y, die Lage III. Lassen 
wir jetzt B abnehmen, so wird das Intervall be immer 
schwächer oszillatorisch; es muß daher n beständig zu- 


nehmen. Schließlich wird Y, =Y,, also n= 0; d.h. 


in der Zwischenzeit muß n durch © gegangen sein 
und alle Werte von — oo bis 0 durchlaufen haben. 
Bevor jedoch n durch © hindurchgegangen ist, hat 


— n Yo den Verlauf IV, denn in der Nähe des Punktes a 
muß IV unterhalb der Kurve III liegen, da ja die Ab- 
leitung von Y, positiv und die von Y, = 0 ist, und 
außerdem kann die Differenz der beiden Lösungen 
zwischen a und b zunächst keine Nullstelle besitzen, 
da sonst jede Lösung eine Nullstelle hätte. Es können 
also die beiden Lösungen Ys und Y, nicht proportional 
werden, d. h. es kann die Größe | nicht durch & 
gehen, bevor n das erste Mal hindurchgegangen ist. 
Also wird gerade beim Durchgang von n durch © die 
Größe 1 sicher positiv sein. 

Wir wollen jetzt zunächst weiter untersuchen, was 
eintritt, wenn die Lösung Y, statt I den Verlauf V hat. 
Dann verschieben wir die Gerade von der Anfangslage 
nach aufwärts, so daß das Intervall bc immer stärker, 
das Intervall ba immer schwächer oszillatorisch wird. 


Dann gibt es schließlich eine Lage, bei der Y, pro- 
portional Y, wird, so daß n = oo ist, Dabei ist 1 be- 
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ständig positiv, da ja das Intervall ba durchaus nicht- 
oszillatorisch ist. | 

In beiden Fällen werden sich also die beiden Werte 
l und n bei weiterer Verkleinerung des Parameters B 
auf dem Kreise der reellen Zahlen entgegengesetzt dem 
Sınne des Uhrzeigers bewegen, ohne daß jemals der 
eine den anderen einholen kann. Es sınd dann zwei 
Fälle möglich; entweder wird zuerst | unendlich groß 
und nachher erst n=0 oder es ist gerade umgekehrt. 
In beiden Fällen muß es dann eine und nur eine 
Zwischenlage geben, bei der gerade I— — n ist und 
damit ist die Existenz des Grundtheorems für unseren 
zweiten Fall erwiesen. Der Eindeutigkeitsbeweis nn 
genau wie im allgemeinen Falle'). 

Wenn wir jetzt die Gerade Ax—- B=z immer 
noch weiter nach abwärts verschieben, so werden n und | 
immer weiter wachsen und schließlich den Kreis der 
reellen Zahlen beliebig oft durchlaufen. Aufdiese Weise 
bekommen wir die ganze Reihe der Obertheoreme be- 
züglich des Intervalles ba, bei denen immer l=—n. 
ist. Daraus ersehen wir, daß beim Grundtheorem wie 
bei dieser Serie von Obertheoremen die Tangenten 
in b und c immer eine symmetrische Lage haben müssen. 

Beım Grundtheorem, sowie bei den ersten Ober- 
theoremen des ersten Typus wird also das Kreisbogen- 
viereck, das wir der Bequemlichkeit halber wieder in 
der n-Ebene zeichnen wollen, folgende Gestalt haben: 


Grundtheorem. 


Tig. 13. 
1) Vergl. Hilb; math. Ann, 1908 pg. 241, 
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Um nun die Obertheoreme für das Intervall bc 
zu bekommen, werden wir die Gerade z= Ax+B in 
beiden Fällen von dem Punkte aus, wo n durch © ging, 
nach oben verschieben. Die Größen l und n nehmen 
dann beständig ab. 1 ıst jetzt stets positiv und n durch- 
läuft dabei bei genügender Aufwärtsbewegung der Ge- 
 raden den Kreis der reellen Zahlen im Uhrzeigersinn. 
Es gibt somit im Intervalle be zwei Typen von Ober- 
theoremen. Bei den einen, den ungeradzahligen, ist 
l=n, — die Tangenten müssen also zusammenfallen —, 
bei den anderen, den geradzahligen ist wie beim Grund- 
theorem I= —.n. Die Tangenten haben also hier ge- 
trennte Lage. 

Das Kreisbogenviereck hat ın diesen beiden Fällen 
nachfolgende Gestalt: 


I. Obertheorem, II. Obertheorem. 


ae 


Die Eindeutigkeit aller Obertheoreme in den beiden 
Intervallen läßt sich genau wie im allgemeinen Falle 
beweisen. 


111, Fall: 


Die erste und dritte Kante gehört zu einer Spitze, 
die zweite Kante ist eine gewöhnliche. "Dieser Fall 
ist der leichteste und wir wollen ihn daher mit 
wenigen Worten erledigen. Die Ecke gehöre zu b‘ 
Wir setzen dann: ET 

SD 
(36) — 
und drücken die in a und c endlichen Lösungen aus, 
wie folgt: 


Y=-,-1Y um Y =Y—mY, 


Als Bedingung für die Existenz eines Orthogonal- 
kreises haben wir dann 


(37) | ?=m’odrl=-m. 


d. h. wir haben den Parameter so zu bestimmen, daß 
eine Lösung existiert, deren Verlauf Figur 18 zeigt. 


Fig. 18. 


Dieser Fall ist tatsächlich der einfachste, da einer- 


seits nur ein Lösungspaar in Betracht kommt, anderer- 


TE A 


seits es nicht notwendig ist, wie beim Hilbertschen 
Fall, den Verlauf von Y, über b hinaus zu verfolgen. 
Die Ableitung geht daher ganz genau so, wie im all- 
gemeinen Falle. Dasselbe gilt vom 

IV. Fall: 


Auch hier führt uns die Methode wıe beim all- 
gemeinen Falle zum Ziele. Wir haben nur zwischen 
c und b eine einzige und zwischen b und a zwei 
Lösungen zu betrachten. 

Wieder schwieriger zu behandeln ist der 


V. Fall: 


Bei diesem haben wir eine Spitze ım Punkte b, 
in den beiden übrigen Punkten gewöhnliche Ecken. 
Wir zeichnen den Punkt a aus und setzen: 


a 

—= Ya 
ZI) 

Yo 


.. ” «. .. r N, b r . 
dann können wir dıe Lösungen Y, Ne und Y, wie 


(38) | N 


folgt, ausdrücken: 
Dee y®: Ye, m), undYy, X m 
Dabei sind Y, und Y/ so normiert, daß 
F 1: 
Ya) 1 und Fri (Y ©), — 1 


ist. Als Bedingung für die Existenz eines Ortho- 
gonalkreises haben wir dann: ?=m, m,. Wir 
geben der Geraden z—= Ax + B unserer Differential- 
gleichung, die jetzt die Form hat: 


dey | [named [wol pn 
a (Ax+By—0 


en 


wieder die Anfangslage durch b und untersuchen den 
Verlauf der beiden in a und ce endlichen Lösungen in 
den beiden Intervallen ab und be. 

Wir führen zu diesem Behufe wie im zweiten 
Falle vorübergehend zwei neue Lösungen y& und 
Y ein, deren Normierung so getroffen sein soll, daß 

FR. = + 1 und 4 Here = + 1 


ward un seizen dann Ya) = uundy.@&) 8 
Ferner bestehen, wie früher, die Relationen: 
YR) = um) =o, Vils) +0, Yi(&) und 
YvQ)=vr®) = a ,9)+R,Y a). 
Substituieren wir diese Werte in die bekannte 

Identität 


dv düls: dv du 
Baal Ra 


so bekommen wir: 


(40). % = 0 


Fig. 19. 


Die Lösung Y: möge jetzt den in überstehender 
Figur gezeichneten Verlauf I haben, Es sei also an 


BE UO er 


der Stelle a die Ableitung von Y, positiv, dann hat 
o, einen negativen, o, also einen positiven Wert und 
die Ableitung von Y, an der Stelle ce ist daher positiv. 
Die letztere hat somit in den beiden Intervallen ab 
und be den links gezeichneten Verlauf II oder II. 
Wäre aber o, positiv, so müßte o, negativ sein und 
es würden ım Intervalle cb analoge Verhältnisse 
herrschen, wie jetzt im Intervalle ab, so daß wir an 
der Voraussetzung, die uns auf die Kurve I führte, 
festhalten können, denn anderenfalls haben wir nur 
statt vom Intervalle ba vom Intervalle bc auszugehen. 


Da sich nun die Lösung Y, von Y: nur durch den jetzt 
negativen Proportionalitätsfaktor o, unterscheidet, so 


erhalten wir für Y, einfach das Spiegelbild der Lösung 


Y, in der negativen Halbebene. In obiger Zeichnung 
ist es Kurve IV. Dabei ist m, positiv. 

Bewegen wir jetzt die Gerade von der Anfangs-- 
lage nach abwärts, so wird das Intervall be immer 
stärker nichtoszillatorisch werden und m, wird be- 
ständig wachsen, was wir ebenso zeigen können, wie 
im Falle II. Schließlich wird bei genügend weiter 
Abwärtsbewegung der Geraden die Lösung Y, dem 
Y, proportional werden; d. h. m, ist unendlich groß 
geworden. 

Von diesem Augenblicke an lassen wir jetzt den 
Parameter B wieder wachsen und untersuchen das 


Verhalten von m,. Wir betrachten die Lösung Y%, die 
bei Beginn der jetzigen Aufwärtsbewegung der Lösung 
Y® proportional war. Das Intervall ba wird immer 


schwächer oszillatorisch; es behält somit Yo, in diesem 
Intervalle seine schematisch gezeichnete Lage im wesent- 


ee 


lichen bei. Schließlich wird es bei genügender Aufwärts- 


bewegung der Lösung % proportional werden, da esja, 
bevor es eine Nullstelle bekommt, in c verschwinden muß, 
d.h. aber m, wird unendlich groß werden. m, wird dabei 
beständig abnehmen und kann sogar einen negativen 
Wert bekommen. Es kann nämlich jetzt die Lösung 


Y,; im Innern des Intervalles be eine Nullstelle er- 
halten haben. 

Diese Lage der Geraden, bei der gerade m, = © 
geworden ist, wählen wir jetzt als Ausgangspunkt und 
bewegen jetzt die Gerade definitiv nach abwärts; dann 
werden m, und m, den Kreis der reellen Zahlen ent- 
gegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers durchlaufen, 
derart, daß m, immer m, vorauseilen wird, ohne daß 
m, je m, einholen oder m, je m, überholen kann. : 

Wie verhält sich nun aber bei dieser Bewegung 
dıe Größe 1? Bei der Anfangslage der Geraden durch 
b war das Intervall be durchaus nichtoszillatorisch, 


also war 1 sicher positiv; Y, hatte dabei den sche- 
matischen Verlauf I, den es beibehält, bis m, unend- 

lich groß wird. Solange dieses nicht eingetreten ist, | 
kann 1 nicht unendlich groß werden, denn dann wire 


Y: proportional Y., während ja Y& in b einen unend- 
lich großen positiven Wert haben muß. Um dies ein- 


zusehen, multiplizieren wir Yo mit einem konstanten 
Faktor so, daß das so normierte Y: ina denselben 
Wert hat wie Y!, dessen Ableitung in der Umgebung 
von a negativ ist. Dann liegt die Kurve Y: in der 
Umgebung von a zunächst höher als Y® und kann > == | 
diese Kurve zwischen a und b nicht mehr schneiden, 


das sonst die Differenz ve % zwei Nullstellen im 


ER N Be 


Innern des Intervalles ba hätte und jede andere 
Lösung dann mindestens auch eine Nullstelle haben 
müßte. (Verlauf V). Jetzt können dann zwei Fälle 
eintreten. Entweder geht m, durch oo und dann m, 
durch 0 oder aber es geht zuerst m, durch O0 und 
dann erst m, durch &. 

Im ersten Falle ist das Produkt m, m, positiv 
und sein Wert liegt zunächst sehr nahe dem Unend- 
lichen. Bewegen wir dann die Gerade immer weiter 
nach abwärts, so wırd das Produkt ımmer mehr ab- 
nehmen. 1 wird bei der Bewegung immer wachsen. 
Es können also jetzt wiederum zwei Möglichkeiten 
eintreten. Es kann einmal zuerst m, durch O hin- 
durchgehen oder aber es kann schon vorher | unend- 
lich groß werden. In beiden Fällen aber gibt es 
dann sicher eine und nur eine Zwischenlage, bei der 
gerade I? = m, :m, wird. Vergleiche dazu nach- 
stehende Figur 20, bei der c,und c, sich bei Abwärts- 


Fig. 20. 


bewegung der Geraden auf dem Kreise im Uhrzeiger- 
sinn bewegen; dieser Sinn wird, wie es sein muß, in 
einem dem Uhrzeigersinn entgegengesetzten Sinn über- 
gehen, wenn wir den Kreis be,c, um die Tangente 
in b in den Kreis a,ba, drehen. 

Im zweiten Falle geht zuerst m, durch 0 und 
dann erst m, durch ©. Das Produkt m, m, durch- 


ee 


. läuft somit alle Werte von 0 bis co und |] ıst dabei, 
wie bewiesen, beständig positiv. Es muß somit auch 
hier eine Zwischenlage geben, bei der gerade ?=m,:m, 
wird. Damit ist die Existenz des Grundtheorems 
gegeben. Die Obertheoreme und die Eindeutigkeits- 
fragen erledigen sich genau wie im allgemeinen Falle. 
Die Sachlage im zweiten Falle zeigt Figur 21. 


Fig. 21. 


Zum Schlusse dieses Abschnittes sei noch be- 
merkt, daß in allen unseren Zeichnungen die Größen 
t,, tv und t. alle endlich angenommen wurden, da ja 
bei dem schematischen Verlauf die Tatsache, daß 
t — ©, bei unseren Schlußfolgerungen nicht wesent- 


lich in Betracht kommt; ferner normierten wir die 


Integration für t in beiden Intervallen so, daß t mit 
x immer wächst. | 

Damit ist die Behandlung der Aushahmefalit be- 
endigt und wir wollen im folgenden allgemein die 
Fragestellung; wie sie bei einer Differentialgleichung 
mit fünf singulären Stellen auftritt, untersuchen. Wir 
haben im $ 3 gezeigt, daß man y und damit die 
Parameter B und C unserer Differentialgleichung stets 


so bestimmen kann, daß die Seitenlänge 9 = ed’ 


einen vorgeschriebenen reellen Wert annımmt, Daraus 


folgt aber keineswegs, daß bei Vorgabe von reellen 


6 — 


Seitenlängen e’‘d’ und b’c‘ auch die Parameter B 
und © eindeutig bestimmt sind. Dies wollen wir im 
nächsten Paragraphen untersuchen. | 


$ 5. 


Eindeutige Bestimmung der Parameter B und C 
unserer Differentialgleichung dureh Vorgabe reeller 
Seitenlängen. 


Wir bedienen uns zum Nachweise dieser Tatsache 
derselben Methode, wıe sie Herr Hılb ım Falle von 
vier singulären Punkten angewendet hat!). Wir nehmen 
an, die Seitenlängen c’d’ und b’c' seien reell und 


m ET et 
von der Form > r bezüglich Fer r, wobei die m, 


1 2 
und.n, bezw. m, und ,n keinen gemeinschaftlichen Faktor 


haben die n, und n, verschieden von 1 sein sollen. 

Wir setzen dann 

dx | 

41) d=|dt| = —— | ; 
ed ziel chi lg org 
und erreichen dadurch, daß die auf der x und t-Achse 
übereinander liegenden Intervalle auf der z-Achse 
nebeneinander zu liegen kommen. 

Durchlaufen wir nun die beiden Intervalle, zu welchen 


die Seitenlängen — z und = gehören sollen n, bezügl. 
1 2 


n,mal und legen das in der Annalenarbeit von Herrn 
Hılb!) eingeführte Fortsetzungsprinzip zu Grunde, so 
muß für jedes der beiden Intervalle eine Lösung 
existieren, die am Anfang und am Ende der neben- 
einander liegenden Intervalle verschwindet, im Innern 
des Intervalles stetig ist, eine stetige erste Ableitung 


1) Vergl. Hilb: math. Ann. 66, pag. 240—244. 
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besitzt und noch m,—1 bezw. m,—1 Nullstellen ım 
Innern des Intervalles besitzt. 

Wir kommen daher in unserem Falle auf ein 
gewöhnliches zweiparametriges Oszillationstheorem, das 
fordert, daß ın zwei Intervallen je eine Lösung existiert, 
die am Anfang und am Ende des n, bezügl. n,fach 
durchlaufenen Intervalles verschwindet und im Innern 
m,—1 bezügl. m,—1 Nullstellen besitzt. Der Beweis 
geht genau so, wie der, den Herr Böcher für das m 
parametrige Oszillationstheorem gegeben hat. Was 
nun die reellen Werte » — kr anlangt, so folgt bereits 


aus Satz I, daß zuo = kr zwei Parameterpaare B 
und © gehören, wenn nicht gleichzeitig | = 0 und 
l, =: ©9,oder umgekehrt 1° = © und 1, -—= 9 ein: 


Desgleichen ersieht man sofort aus Satz I, daß es 
unmöglich ist, durch komplexe Seitenlängen die ein- 
deutige Bestimmung der Parameter zu erweisen. 

Wir haben daher den Satz gewonnen: 

Satz X: ‚Die akzessorischen Parameter B und 
C unserer Differentialgleichung können wir auf eine 
und nur eine Weise als reelle Gröfsen so bestimmen, 
dafs zwei Seiten vorgeschriebene reelle Längen besitzen, 
die aber nicht ganze Vielfache von n sind; denn ist 
das letziere der Fall, dann hört die eindeutige Be- 
stimmung der Parameter auf“. 

Desgleichen wollen wir jetzt versuchen, die Para- 
meter durch Vorgabe der Kantenlängen zu bestimmen. 


$ 6. en 
Bestimmung der Parameter durch Vorgabe der 
- Kantenlängen. — Beweis des Grundtheorems. 


Wir gehen dabei von unserer ursprünglicken 


Gleichung (10) aus, wobei der Koeffizient A positiv 


Bu 1 RR 


ist. Nach Relation (7) ist dann die Kantenlänge auf 
einer Achse wesentlich bestimmt durch einen Quotienten 


I, . Wir wollen nun annehmen, daß 


von der Form 
‚My 

die Kantenlänge auf der Achse b‘'b”“ den rein ima- 

ginären Wert w,, auf der Achse c’‘c“ den rein ima- 

ginären ‚Wert w,, besitzen soll. Diese Bedingung 

ist dann erfüllt, sobald für die jeweilige Lage der 


Parabel 
(41) z—Ax’+ Bx+Ü 
die beiden Gleichungen 


(42) ,,=w;m,m, und n,n, = w,PıP» 

a am 
erfüllt sind. Dabei ist w=e' und w=e' zu 
setzen. | 

Die Werte 1, und Il, bezw. m, und m, sind die 
Größen, die n in den Eckpunkten d’ und d“ bezw. 
b‘ und b“ des Kreisbogenfünfecks, auf welches die 
von der Achse des Reellen begrenzte Halbebene durch 
den Quotienten zweier Partikularlösungen unserer Diffe- 
rentialgleichung abgebildet wird, aunımmt, wenn man 
n ım Punkte c derart transformiert, daß es ın c’ und 
c“ die ausgezeichneten Werte 0 und oo besitzt, d.h. 
wenn man so normiert, daß 


(43) -Y-lv ud Says uN, 
und ebenso 


;=Y,—m,Y, und Y=Y,— m,Y; 
wird. 

Desgleichen bedeuten n, und n, bezw. p, und p, 
Werte von n, die dieses in den Eckpunkten ec‘ und c“ 


bezw. a’ und a“ annimmt, wenn man für n ın den 


Gerstenmeier, Inaug.-Dissert. 1) 


ba 


Punkten b‘ und b“ die eben angegebenen Spezialwerte 
nimmt, d.h. wenn man 


(44) Yy=Y1;—pY, und Y=Y—pY. 
und ebenso 

N a, und Y—=Y;—n,Y, 
setzt. 

Um nun einen Zusammenhang zwischen den 
Parametern unserer Differentialgleichung und den 
Kantenlängen zu finden, gehen wir von der Anfangs- e 
lage der Parabel z=Ax?®+ Bx-+Ü aus. Als solche 
bezeichnen wir die in nachstehender Figur gezeichnete 
Lage der Parabel durch b und cc. Wir erreichen dadurch, 
daß der Faktor von y in allen drei Intervallen (ab), 
(be) und (cd) durchaus negativ wird, daß also le Se 
drei Intervalle durchaus nichtoszillatorisch sind. 


Denken wir uns jetzt den Quotienten n m 
Punkte b in der oben angegebenen Weise trans 
formiert, so können bei unserer Anfangslage zwei ver 
schiedene Fälle eintreten. Entweder es ist bei dieser 


Lage der Parabel der Quotient *->w, oder aber 


102 


2 <Ww.. 
1 > 


es ist gerade umgekehrt or 
} 1 


Im ersten Falle verschieben wir die Parabel so, 
daß der Punkt x, fest liegen bleibt, x, dagegen auf 
der x-Achse von b nach a wandert. x, und x, sollen 
jedesmal die Schnittpunkte unserer Parabel mit der 
reellen Achse bedeuten. Dabei wırd der Faktor von y 
in obiger Gleichung immer mehr und mehr positiv 
und das ganze Intervall ist schließlich durchaus oszil- 
‚Jatorisch geworden, wenn x, bei seiner Verschiebung 
nach a gelangt ist. 

Für die Anfangslage der Parabel hatten wir die 
Gleichung 

Ax?+-Bx+C6C=z; 
für irgend eine der durch Verschiebung entstandenen 
Parabeln hat die Gleichung folgende Form: 


Ax—+-Bx-+06, =z. 
Subtrahiert man beide Parabelgleichungen von- 
einander, so sieht man ohne weiteres, daß sich unsere 


beiden Parabeln nur in einem Punkte (=55) 
u 
schneiden können und das ist eben der Punkt x,. Es 
müssen daher alle verschobenen Parabeln im Inter- 
‘ valle be unterhalb unserer Anfangslage liegen. Das 
Intervall wird also immer schwächer oszillatorisch, da 
der Faktor von y beständig abnimmt, d. h. die Größen 
n, und n, nehmen ebenfalls beständig ab. Im Inter- 
valle ba dagegen wächst der Faktor von y beständig; 
daher nehmen auch p, und p, durchaus zu. 
Es sei nun y für irgend eine Stelle des Inter- 
valles (ba) positiv, so wird nach unserer Gleichung (10) 
d?y 
dt? 
sung Y,, so ist für diese u (x))«-»= Ound Yıb)=1; 
Fe 


negativ. Betrachten wir dann speziell die Lö- 


es ıst also ya) gewiß solange negatıv als Y.®) positiv 


er (x) mit wachsendem x fortwährend ab- 


nimmt. Für x=a ist also entweder 


ist, da ja 


lanerE £e a | 
olr Ir X): a . 0 


oder Y}(x) hat im Intervalle bereits eine Nullstelle 
gehabt. In beiden Fällen ist also p,p, schon unend- 
lich, also sicher 
= nn, < W;PıP3 
geworden, während ja bei der Anfangslage noch 

Ä nn, > W,PıP> 
gewesen ist. Also muß eine Zwischenlage existieren, 
bei welcher 

| nn, = WıPıPz St. 

Im zweiten Falle, wenn bei der Anfangslage 

n, na < w, p, p, ist, verfahren wir genau so. Nur 
verschieben wir jetzt das x, nach innen, dann wird 
das Intervall (bc) immer mehr und mehr oszillatorisch, 
da ja der Faktor von y immerfort zunimmt. In diesem 
Falle liegen dann alle verschobenen Parabeln oberhalb 
der Anfangslage. Dabei werden n, und n, beständig. 
wachsen und p, und p, beständig abnehmen. Schließlich 


muß auch hier einmal n, unendlich groß er sein. 


und damit die Ungleichung 
nm >Ww,Pı P 


bestehen müssen. Da bei der Anfangslage nach unserer 
Annahme gerade die umgekehrte Ungleichung gilt, so 


muß es auch hier eine Zwischenlage geben, bei der 


nm =WPıP 
geworden ist. 


I 


Fernerhin wollen wir nun versuchen, die Parabel 
stetig so zu verschieben, daß zwar die Bedingung 


D, m — W, Pı Ba 
immerfort erhalten bleibt, daß aber auch noch die zweite 
Bedingung 

mm, =wl], 
erfüllt ist. 

Wir gehen dabei von der eben gewonnenen Lage 
der Parabel aus, bei welcher n, n, = w, p, p, ist und 
bezeichnen diese Lage als erste Hauptlage I. Den 
Größen 1, 1,; m,,m,; n,, n, und p, p, fügen wir dabei 
einen oberen Index (1) zu, um äußerlich kenntlich zu 
machen, daß sich diese Größen auf die 1. Hauptlage 
beziehen sollen. Unsere Bediigsp. ei WLE schreibt sich 
somit in der Form: 

MW) N) 
Dam Nı-Dr Pas 
Jetzt können wiederum zwei Möglichkeiten’ ein- 
treten; entweder ist bei dieser Lage (1) 
VD) ® a) -() 
ME eUle S Warn, 
oder es ist gerade umgekehrt: 
en, a) 
m, >. Wo 1.0: 
Bevor wir jedoch die Diskussion dieser Fälle durch- 
führen, wollen wir noch die Eigenschaften aller bei der 
Lage (1) auftretenden Größen ],, l,; m,, m,; n,, n, und 
p,, pP, untersuchen. Wir werden dabei finden, daß 
alle diese Werte positive Größen sind und zwischen 


den Grenzen 0 und & liegen. Für die beiden Größen- 
a) W) a) 
paare n, n, und p, p, folgt dies ohne weiteres aus 


unserer vorhergehenden Ableitung. Aus den Definitions- 


(1) (1) 
gleichungen für n, und m, folgt ferner, daß diese 


beiden Größen nur gleichzeitig durch © hindurchgehen. 


können, da nur dann die beiden Lösungen Y} und Yb 


einander proportional werden können. Da schließlich e 
das Intervall cd für die Lage I der Parabel durchaus en 
en sr so bewegen sich auch die üben ae 


Größen “ und E in den angegebenen Grenzen. 


ae" 


Fig. 23. 


Jetzt wollen wir die beiden Möglichkeiten näher 


| oo 
betrachten. Im ersten Falle, wennm, m, <w|lL1h 


ist, verschieben wir zunächst die Parabel I Pe zus 


ACH 2 
sich nach oben. (Lage II.) Dabei werden undn, 


(1) (A) 
‚beständig wachsen, p, und p, beständig abe 


da ja die verschobene Parabel vollständig oberhalb der 
Parabellage I liegt. Es bestehen also sicher folgende ns 
Ungleichungen: 1 


Be eo a0 


0, > nn undwD pr = m Pı Pa a 

0) @ a @ Er 

also ist nn n >w,p, p,. Auf der anderen Seite 
ee WERE 


nimmt aus dem gleichen Grunde wie oben m m, 


ARE ee 


ständig zu und r = dagegen immerzu ab. Während 
wir also einerseits immer mehr und mehr unserem 
Ziele zusteuern, entfernen wir uns auf der anderen 
Seite wieder von unserem erhaltenen Resultat. Dem 
ist aber leicht abzuhelfen. Wir ziehen durch die singu- 
lären Punkte b und c Lote zur reellen Achse und be- 
zeichnen die Schnittpunkte der verschiedenen Parabel- 
lagen mit diesen Loten der Reihe nach mit B,, B, 
bezw. I‘, I, u. Ss. w., wie aus der Figur unmittelbar 
ersichtlich ist. Wenn wir dann den einen Schnittpunkt; 
B, festhalten und den Schnittpunkt 7, auf dem Lote 


durch b nach abwärts bewegen, so nimmt dabei das 

ER ) (@) 
Produkt n, n, bis n, n, immerfort ab und p, Pa 
wächst beständig auf 2. De In der Tat liegt ja die 
so verschobene Parabel III in den Intervallenbe und ba 
ganz unterhalb der Parabellage II. Es ist also sicher: 


6) @) 29) 89) 2) @) 
nm <nm nm undp, pP >Pı P- 


Fig. 24. 


_ Wir haben somit bisher folgende Resultate: 
- Für Lage I ist: 
| MW) A) Y) WM 
a GE TE 


Für Lage II ıst: 
(2) (2) (1): (H) .(@) (2) 4) 
n Ds > nm und we Ri ww DD 
Für Lage II ist: 
(3) (8) (2) (2) (3) (8) KIER CIE 
D, m < no, .n, und Di. Ba >.w DB 


also sicher: 
8) ©) a) (1) A) 
w, Pı pr > w, Pı BP > nn, 
Wenn wir also 7, bei festgehaltenem B, bis 7\, 
wandern lassen, so sind zwei Fälle möglich. Entweder 


es ist 
8) @) ®) ® 
n, m < W, Pı Po 
Dann ist bei der Abwärtsbewegung von I, bereits 
eine Stelle überschritten worden, bei der unsere ur- 


er . ad 
sprüngliche Bedingung n, n, = w, p; p, wiederum 


erfüllt ist, oder aber es ist immer noch 


(8) (6) (8) (3) 
nD, m > w, Pı Pa} 


dann folgt 
(%) (8) 8 (8) (2) -(2) (3) ®) 
1.15... W DB S.0.7 7 SEP. 
2) (2) (1) (1) (2) (2) (1) (1) 
DB BD - WB Re un un 


d. h. bis auf Glieder höherer Ordnung proportional 
zu A, wobei A die Parabelverschiebung parallel nach 
aufwärts bedeuten soll. Das heißt also: Wenn wir 
die Verschiebung 4} klein genug wählen, so wird nach 
der Verschiebung der Parabel die Differenz 
(3) (8) 8) (@&) 
D, Da 77 Wi PB | 

noch unter diese Grenze herabsinken. Damit ist aber 
der Beweis geliefert, daß die Bedingung | 


nm = W, P Pa 


immer ın beliebig naher Nachbarschaft des Punktes 
IT, der Parabellage I erfüllt ıst, wenn wir nur von 
vorneherein den Punkt B, beliebig wenig verschieben. 

Auf diese Weise erhalten wir also eine neue 
Lage IV der Parabel, bei der die Bedingung: 


Nn7.02 —.Wı Pı Pa 
erfüllt ist. Von dieser Parabel können wir auch noch 
aussagen, daß sie die Parabel I entweder ım Inter- 
valle be oder ım Intervalle ba schneiden muß; denn 
wäre das nicht der Fall, so müßten gleichzeitig beide 
Ungleichungen bestehen: 
4) (9 l)) (4) (4) 1) 
nn, > n, nm, und p, Pa < Pı Pr- 

Es könnte daher nie eine Lage gefunden werden, 
bei welcher n, n, = w, p, p, ist, was aber nach dem 
Vorhergehenden immer möglich ist. 

Wie nun auch die Parabel IV liegen mag, sei es 
daß sie Parabel I ım Intervalle be oder im Intervalle 
ba schneidet, ihre Lage ist doch immer derart, daß 


(1) 6) 
die Größen 1, und 1, beständig abnehmen, da sich ja 
die Parabel IV im Intervalle ed ganz oberhalb der 
ersten Hauptlage befindet. 


Es könnte nun sein, daß bereits nach dieser ersten 


) (4) (4) (4) 
Verschiebung m, m, > w, |, l, geworden wäre, so 


gäbe es eine Zwischenlage, bei der 
=D, 2 uw 


sein müßte. Besteht nun aber auch nach der Ver- 
schiebung noch die ursprüngliche Ungleichung, dann 
setzen wir den Prozeß einfach fort und verschieben 
den Punkt B, wiederum um ein kleines Stück nach 
oben, bewegen die Parabelachse parallel zu sich nach 


Bi 


rechts und wiederholen alle Schritte, die wir m 
ersten Falle ausgeführt haben. Dabeı kann Ei > 

Punkt vorkommen in dessen Umgebung wir den en 
Prozeß nicht fortsetzen könnten, solange B, nicht n 
das Unendliche rückt. Der Punkt B, kann aber de | 
beliebig weit nach oben rücken, ohne daß vorher ein 
mal unsere Bedingungsgleichung. | Ba, 


mn | Be wen 

erfüllt ist. Denn soll für den Schnittpunkt unserer 4% 

Parabel mit der Geraden x — c der zugehörige Wert Be: 

z beliebig groß werden, so muß in dem Ausdruck 

z—= Ax? + Br +0 NT ©. 

mindestens eine der Größen B und © beliebi groß 
- werden. In diesem Falle setzen wir dann 


(45) At + BR -+C= Ar to x+d 
dann ist für den oszillationstheoretischen Charakter = 
unserer Intervalle das zweite Polynom von ausschlag- 
gebendem Einfluß. Welchen Verlauf hat nun die Ge- 
rade cx 4 d in den 3 Intervallen ba, be und cd 
Im ersten Intervalle ba, das negative Signatur 
hat, darf die Gerade nicht völlig unterhalb der Geraden 
'z—=0 verlaufen, da ja das Intervall nichtoszillatorisch es 
sein soll. Im Intervalle be, das positive Signatur 


hat, darf die Gerade aus dem gleichen Grunde nicht : 
ganz oberhalb der Geraden z — 0 verlaufen. Es muß 
somit die Gerade cx + d entweder im Intervalle ba oder 
ım Intervalle bc schneiden, jedenfalls muß sie ım Inter- 
‘valle cd vollständig unterhalb der Geraden z = 0 ver- 
laufen, Das Intervall cd wäre also oszillatorisch. Das ist 
‚aber unmöglich, denn 1, und |, nehmen bei dor 


EEE 


somit m, m, und damit auch n, n, und p, p, nicht 
unendlich groß werden, solange sie kleiner als |, 1, 
sind, ohne daß vorher eine Lage existiert, bei der 
hm, Werke, 
ist. 
Tritt schließlich ber der Lage I der Parabel der 
zweite Fall ein, daß 


nm, >wlh 


ist, so kann man die Betrachtung ganz analog durch- 
führen. In diesem Falle muß man nur die parallel 
verschobene Parabel so bewegen, daß sich die Parabel- 
achse parallel zur ursprünglichen Lage nach lınks 
verschiebt. 

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen: 

Satz XI: „Wenn A positiv ist, dann können wir 
die Parameter B und Ü auf eine und nur eine Weise 
so bestimmen, dafs jede der Kantenlängen auf den 
beiden Achsen bb" und c'c" einen imaginären Wert 
besitzt derart, dafs der Faktor von 3 einen zwischen 0 
und © gelegenen reellen Wert annimmt und dafs die 
drei Seiten a'b', b'c' und c’d' rein imaginäre Sevten- 
längen haben. 

Als Spezialfall dieses Satzes erhalten wir das 
sogenannte Grundtheorem. Dasselbe lautet: 

Satz XII: „Wenn A, positiv ist, kann man die 
Parameter B und CO auf eine und nur. eine Weise so 
bestimmen, da/s das Fünfeck einen Orthogonalkreis be- 
sitzt, den die Seiten a'b', b’c' und c' d‘ nicht schneiden.“ 

Was ıst nun die Bedingung dafür, daß das Kreis- 
bogenfünfeck einen Orthogonalkreis besitzt? Zu diesem 
Zwecke müssen sich die Achsen a‘a“; b’b“ und c’c“ 


= m 


und heine die Achset bebis | 
Punkte schneiden, denn die Isiöt Kante e' ver g 


Diese Bun ist erfüllt, 


voBle eich ei 
beiden Gleichungen bestehen: | 
(46) ll, — m,m, und n Dep 
Der Beweis des Grundtheorems ist also gan 
analog den vorherigen Betrachtungen zu führen, mu 


beidemal der Faktor 1 tritt. 


Fig, 25. 


Da ferner die Größen 1], und mm, und ebi 
n,n, und p,p, positive Werte besitzen, so folgt, daß 
die Achsen ala", b’b“ und ce“ außerhalb der K 
schneiden. . Der Orthogonalkreis ist: ‚also reel n 
aus an Figur ist ersichtlich, daß die Seite 
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mit der Forderung, daß die genannten Seiten rein 
imaginäre Längen besitzen. Über das Verhalten der 
beiden anderen Seiten de und ea in Bezug auf den 
Orthogonalkreis werden wir im nächsten Paragraphen 
Aufschluß bekommen. 


$ 7. 


Diskussion der sieh in das Unendliche erstreckenden 
Intervalle, wenn alle A positive Größen sind. 


Wir wollen ın diesem Paragraphen zeigen, daß 
auch die beiden übrigen Seiten des Fünfecks de und 
ea den Orthogonalkreis nicht schneiden können, also 
rein imaginäre Seitenlänge besitzen, wenn wir an der 
Annahme festhalten, daß alle A positiv sein sollen. 

Wir gehen beim Beweise vom Gegenteil aus und 
nehmen an, die beiden sich ins Unendliche erstrecken- 
den Intervalle seien oszillatorisch. Es müssen also 
die Seiten de und ea einen von Null verschiedenen 
reellen Teil besitzen. Daß wir diese Annahme gleich- 
zeitig für beide Intervalle machen müssen, ist selbst- 
verständlich, denn es ist unmöglich, daß nur eine 
Seite des Kreisbogenfünfecks den Orthogonalkreis 
schneidet. 


Um nun aber über die sich ins Unendliche er- 
streckenden Intervalle Untersuchungen anstellen zu 
können, müssen wır den Punkt e= © ins Endliche 
hereintransformieren, so daß an Stelle unserer bis- 
herigen Punkte a, b, ec, d und e die Punkte d, e, a, 
b und ec zu liegen kommen. Für diese neue Anord- 
nung der Intervalle können wir nun analog unseren 
vorherigen Betrachtungen wiederum eine Lage der 
Parabel angeben, für die gleichzeitig zwei Gleichungen 


bestehen, die. die Ben eines en Orthogo 1a 
‚kreises bedingen, der von den a die, = ab 
nicht geschnitten wird. | = 
Wir transformieren dann diese ebenerkahen = Pa 
rabel wieder zurück in unser ursprüngliches Blatt, so 
erhalten wir daselbst eine zweite Parabel und unsere 
‚Aufgabe besteht jetzt darin, die gegenseitig mögliche 
Lage dieser beiden. Parabeln näher zu diskutieren. 


A 


u a en en 
r = = 
- r-- - - - - - - 
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Fig. 26. 


| Welche in kann nun diese zurücktransfor 
mierte Parabel gegenüber der ersten Lage haben? 
Sie kann sicherlich weder im Intervalle ae noch. im 
Intervalle de ganz oberhalb unserer ursprünglich 
Parabel liegen, denn sonst wären ja diese beid 
‚Intervalle bereits schwächer oszillatorisch als im erst 
Falle. Das würde aber unserer Annahme widerspre he 
daß die u ae und de > Orthogonalkreis « schei 


a 


Betrachten wir zuerst die erste Möglichkeit, so 
wäre in diesem Falle das Intervall be schwächer os- 
zillatorisch, das Intervall ab dagegen zwar stärker os- 
zillatorisch geworden, aber immer noch nicht oszilla- 
torısch geblieben. Es würden also folgende Unglei- 
chungen bestehen müssen: 


(1) (2) (1) (1) 
(47) l, < 1, und I, < 1, und ebenso 
69) (2) (1) (2) 
I, >, Und* I, > ame 
Es ıst somit unmöglich, daß bei dieser Lage der 
Parabeln die beiden Gleichungen: 


) A) MW (2) (2) 2) 
(48) 12,2 m m, undech 2 un 
gleichzeitig bestehen können, wie es nach unserer 
Annahme der Fall sein müßte. 

Zu genau demselben Resultate gelangen wiır, 
wenn wir die zweite Möglichkeit zulassen, daß sich 
die Parabeln etwa im Intervalle de schneiden mögen. 
Auch hier gelten genau dieselben Ungleichungen (47), 
wie sie für den vorigen Fall angegeben wurden. Es 
ist somit auch in diesem Falle ein gleichzeitiges Be- 
stehen der beiden Bedingungsgleichungen (48) aus- 
geschlossen. 

Wir haben somit den Satz gewonnen: 

Satz XIII: „Wenn alle A positiv sind und drei 

i der Intervalle. ab, bc, cd sind nichtosxallatorisch, so 
==  smiässen es auch die beiden übrigen Intervalle sein. Es 
= müssen dann alle fünf Seiten rein imaginäre Längen 
besitzen.“ | 


ee 


“ Ee a 
Eindeutige Bestimmung das: Parameters im 
2 des Grundtheorems. 


Wir nehmen an, es sähe noch eine 4 
der Parabel, bei welcher De alcichräi, 9 die be d. 


re Tokervalie ac oder de. | 
4. Beide Parabeln schneiden sich in en 
beiden Intervalle ab oder cd und Schnein 3 $ 


| gleichzeitig nachfolgende Relationen bestehen: 

Für die erste Parabel: a 
a) :@ wo ® Dry 
bh, em mn, und nn po 

(49) für die zweite Parabel: ni 


9.0... @ 
1.b = m 


Im ersten Falle nn die ee 


,@) I) (2) 1 E or 
I, > h >hım. an <m;n 
0) a 
a < en 3 ” _ B: "und Pa | 
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Die Diskussion des zweiten und dritten Falles 
können wir uns ersparen, da bereits im vorigen Para- 
graphen die Unmöglichkeit dieser Lagen nachgewiesen 
wurde. 

Wie steht es aber ım Falle IV? Wir nehmen 
an, daß sich beide Parabeln im Intervalle cd schneiden 
sollen. Dann ist für die Lage II der Parabel das 
Intervall be schwächer oszillatorisch, das Intervall ba 
stärker oszillatorisch geworden. Es bestehen daher die 
Ungleichungen: 

Vo TE 
9, 2 


ng ae Fe | 
(2) (1) (2) (1) 
m <m, m <m. 


und entsprechend 


Damit ist also wiederum das gleichzeitige Bestehen 
der beiden Bedingungsgleichungen unmöglich. Ganz 
genau so ist es natürlich, wenn sich die beiden Parabeln 
im Intervalle ab schneiden würden. 

Es bleibt demnach nur noch der letzte Fall übrig, 
daß der Schnitt beider Parabeln in das Intervall be fällt. 


In diesem Falle zeichnen wir den unendlichen 
fernen Punkt aus und setzen: 


Gerstenmeier, Inaug.-Dissert. 6 


A a BET Re 
ME Das . r k 
Po" o “27 


ya = y- 
(50) er und 
en wer, 3, Se we “ 


Lage, es gelten somit die Ungtichunsen: 


@ Be 
Bi >n und, u & 


diesem Falle: | | 3 Re 
(1) (2) ..& (2) 
8.8, Und, Se 8: 


Es kann also in diesem Falle niemals 


a) RR) Om ® | 
1, n=S, B und gleichweiti = I, — a Er 


Falles a ir er - 
8 können somit bei keiner Lage der er 


Es sei A, < 0; Ex 1<0 A< 
Aus den Betrachtungen des > Grundtheorem 


ER 


nicht schneiden. Die Seitenlängen sınd also rein ima- 
ginär d. h. die drei Intervalle ab, be und cd sind 
nichtoszillatorisch. Wie steht es aber jetzt mit den 
beiden übrigen Intervallen? Um diese untersuchen zu 


‚können, transformieren wir zunächst den Punkt a ıns 


Unendliche und betrachten die Intervalle be, ed und de. 
Von den beiden Erstgenannten wissen wir bereits, daß 
sie nichtoszillatorisch sind, da ja die Seitenlängen rein 
imaginäre Werte haben. Unsere Parabel kann also 


im Intervalle be nicht vollständig unterhalb, im Inter- 


valle ed nicht vollständig oberhalb der x-Achse ver- 
laufen, da ja sonst die beiden Intervalle oszillatorisch 
wären. Es kann somit die Parabel nur eine von den in 
Figur 28 schematisch gezeichneten Lagen haben. Daraus 


! 
Ü 
j j 
[ 
j 
I 


.—  — — . 0 


Fie. 28. 


folgt aber sofort, daß das Intervall de oszillatorisch 
ist, da ja die Parabel in diesem Intervalle ganz unter- 
halb der x Achse verläuft. Ganz ebenso findet man, 


daß auch das Intervall ea oszillatorisch sein muß, wenn 

man statt des Punktes a den Punkt d ıns Unendliche 
transformiert. Die Intervalle ab und be sind nach 
_ obigem wieder nichtoszillatorisch. Somit kann die 
Parabel im Intervalle ab nicht vollständig oberhalb, 
im Intervalle be nicht vollständig unterhalb verlaufen, 


6* 


ee 


Jedenfalls ist aber ohne weiteres. ken dab 
Intervalle ae ganz unterhalb der x-Achse Y 
Das Intervall ae ıst somit oszillatorisch. 


chen F alle ak stets auch das ade in 1 Bet ch 
kommende Intervall oszillatorisch sein, daja eine Seite 
allein den Orthogonalkreis nicht schneiden kann. 

Nachfolgende Figur zeigt uns, wie ein Krei IC 
fünfeck dieser Art aussieht. Es ist der bequemeren 
Zeichnungsweise halber wiederum die komplexe m a 3er 


je 


ea SE 


Wir halten dann zunächst den Punkt x, fest und 
bewegen den Punkt x, nach links. Dabei werden 
n, und n, beständig abnehmen und p, und p, immer- 
fort zunehmen, denn die verschobene Parabel liegt in 
den Intervallen be und ba vollständig unterhalb der 
Anfangslage. Schließlich werden wir erreichen können, 
wenn wir den Punkt x, genügend weit nach links 
verschieben, daß p, und p, den Kreis der reellen 
Zahlen entgegengetzt dem Uhrzeigersinn beliebig oft 
durchlaufen, n, und n, nach wie vor positiv bleiben. 
Haben dann die Größen p, und p, die gewünschte 
Zahl von Umläufen um den Kreis der reellen Zahlen 
ausgeführt, so ist es immer möglich eine Lage auf- 
zufinden, bei der die Bedingsgleichung 


Pı:Pa:—nRı 22 
erfüllt ist. Die Sachlage ıst also hier genau so wie 
beim Viereck !). 

Nach Voraussetzung ist nun n, n, immer größer 
Null; also muß auch das Produkt Pı P, Stets positiv 
sein. Dies gibt uns Veranlassung zwei Fälle zu unter- 
scheiden; es können nämlich die einzelnen Faktoren 
p,ı und p, entweder beide positiv oder beide negatıv 
sein. Im ersten Falle wird p, p, gerade einmal gleich 
n, n, werden können, da ja p, p, beständig wächst 
undn, -n, beständigabnimmt. Im zweiten Falle dagegen 
nimmt zwar n, n, auch immerzuab und die einzelnen Fak- 
. toren p, und p, fortwährend zu, aber das Produkt p, p3 


n.r.D, 


nimmt beständig ab. Der Bruch braucht also 


ı Pa 
in diesem Falle nicht monoton abzunehmen, da ja 


Zähler und Nenner gleichzeitig abnehmen. Im zweiten 


1) Vergleiche Hilb, math. Ann. 08 pg. 248. 


Falle wird es ao ee Lagen geben, bei. dd ne 
unsere Bed ascchuns | = 


Dpeu N, 


erfüllt ist. Die Zahl der möglichen Lagen E ‚je 1 
‚stets eine ungerade, denn der Wert’ des Bu 


Oszillationsbereiche sind, von I Geichune : u 


ne 


ae PB 


bleiben uub, a 


zu denen ander Oszilationszahlen gehören, für 1 
Bedingungsgleichung erfüllt ist, können nicht: mit 
zusammenfallen, wie unmittelbar aus der 8 
a Ne 
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- in dem angegebenen Sinne verschoben denken. 
Die Sachlage ist also jetzt folgende: Wenn wir x, 
nach rechts verschieben, so behält jederzeit die Gleichung 
Ppı Ps — n,n,=0( eine ungerade Zahl von Wurzeln. 
Die Größen 1, undl, bleiben bei der Bewegung immer | 
RR positiv, m, und m, werden dagegen im allgemeinen 
5 mit, wachsendem x, den Kreis der reellen Zahlen ent- 
 gegengesetzt dem Uhrzeigersinne durchlaufen, wobei 
_ jedoch für die einzelnen Werte der Wurzeln x, auch 
teilweise rückläufige Bewegung eintreten kann. Denn 
wir denken uns dabei x, immer so verschoben, daß 
die Produktgleichung erhalten bleibt und dabei kann 
es vorkommen, daß die Punkte um die Null- und Un- 
R endlichkeitsstelle hin und her pendeln. Man kann 


Fig. 30. 


z natürlich stets erreichen, wenn man x, groß genug 
wählt, daß für jede der reellen Wurzeln x,, die in 
Betracht kommen, das Intervall cd in vorgeschriebener 
Weise oszillatorisch wird, und zwar derart, daß für 
jedes reelle x,, für welches die Gleichung 


Be Ä BB 2-0 


5 ist, der Quotient en, entweder die Werte 


er ; 
Br 


er u ee 
ezüglich oo bis 0 durchläuft, wobei 


En ech, 


muß es ‚ mindestens. eine 0 Tage von 
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erfüllt Sn il 2. deı 
nxeme bewiesen. 


Lebenslauf. 


Ich bin am 24. Dezember 1883 ın Nürnberg als 
Sohn des verstorbenen Kaufmanns, Albrecht Gersten- 
meier, geboren. Vom September 1890 ab besuchte ich 
die Volksschule und trat im September 1895 ın die 
Realschule meiner Vaterstadt ein, die ich ım Juli 1901 
absolvierte. Darnach besuchte ich das Realgymnasıium 
in Nürnberg, woselbst ich mir ım Jahre 1905 die 
Reife für die Universität erwarb. Vom Wintersemester 
1905/6 ab studierte ich Mathematik und verwandte Ge- 
biete und zwar 7 Semester an der Universität Erlangen 
und 1 Semester an der Universität München. Ich hörte 
die Vorlesungen und Übungen der Herren Professoren 
und Dozenten: Gordan, Noether, Wiedemann, 
Reiger, Hilb, Fischer, Steinmeyer, Hensel, 
und Leser in Erlangen; Lindemann, Pringsheim, 
Voß, Döhlmann, v. Dyck und Ebert in München. 

Allen diesen meinen Lehrern spreche ich an dieser 
Stelle meinen wärmsten Dank aus; ganz besonders 
Herrn Professor Dr. Noether für die reiche wissen- 
schaftliche Anregung, die er mir während meiner 
Studien zu Teil werden ließ und Herrn Professor 
Dr. Hilb für die Unterstützung bei der Ausführung 
der vorliegenden Arbeit. 


